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Prefacio 


El objetivo principal de esta segunda edición es en esencia el mismo que el de la primera, con algunos cambios que 
se indican a continuación. Siendo así, citaremos algunos párrafos del prefacio escrito por Murray R. Spiegel para la 
primera edición de esta obra. 

“La teoría de las funciones de una variable compleja, conocida también brevemente como variable compleja o 
análisis complejo, es una de las bellas y útiles ramas de las matemáticas. Si bien surgió en una atmósfera de misterio, 
sospechas y desconfianza, como lo atestiguan los términos “imaginario” y “complejo” presentes en la bibliografía, 
desde el siglo xix por fin descansa sobre sólidas bases matemáticas gracias a la obra de Cauchy, Riemann, Weier- 
strass, Gauss y otros grandes matemáticos.” 

“Este libro está pensado para que sirva como complemento de todos los libros de texto comunes en un curso 
formal sobre teoría de variable compleja y sus aplicaciones. También debe ser de considerable valor para aquellas 
personas en un curso de matemáticas, física, aerodinámica, elasticidad y otras muchas áreas de las ciencias y la 
ingeniería.” 

“Cada capítulo empieza con una presentación clara de las definiciones, principios y teoremas pertinentes, así 
como material ilustrativo y descriptivo. A continuación se presenta un conjunto de problemas resueltos y problemas 
complementarios... Entre los problemas resueltos se encuentran numerosas pruebas de teoremas y deducciones de 
fórmulas. La gran cantidad de problemas complementarios con respuestas, sirve como un repaso completo sobre el 
material visto en cada capítulo.” 

“Entre los temas tratados se encuentran el álgebra y la geometría de los números complejos, el cálculo diferencial 
e integral complejo, las series infinitas, como la de Taylor y la de Laurent, la teoría de los residuos con aplicaciones 
al cálculo de integrales y de series, y las transformaciones conformes con aplicaciones provenientes de diversos 
campos.” 

“En este libro se incluyó considerablemente más material del que se cubre en la mayoría de los cursos iniciales. 
Esto tuvo el objeto de hacer el libro más flexible, de proporcionar un libro más útil y de estimular el interés en los 
diferentes temas.” 

Algunos cambios que efectuamos a la primera edición son los siguientes: 

a) Ampliamos y corregimos muchas secciones para hacerlas más accesibles a nuestros lectores. 

b ) Reformamos el texto de modo que el número del capítulo ahora se incluye en la numeración de las secciones, 
ejemplos y problemas. 

c) Muchos resultados se plantean formalmente como proposiciones y teoremas. 

Para finalizar, queremos expresar nuestro agradecimiento al equipo de McGraw-Hill, en particular a Charles Wall, 
por su excelente cooperación durante todas las etapas de la elaboración de esta segunda edición. 

Seymour Lipschutz 
John J. Schiller 
Dennis Spellman 
Temple University 
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Números complejos 

1.1 El sistema de los números reales 

El sistema de los números que se conoce actualmente es el resultado de una evolución gradual, como indica la lista 
siguiente. 

(1) Números naturales 1, 2, 3, 4,..., llamados también enteros positivos, que al principio sirvieron para con¬ 
tar. Si a y b son números naturales, la suma a + b y el producto a ■ b, (a)(b) o ah son también números 
naturales. Por esta razón se dice que el conjunto de los números naturales es cerrado bajo las operaciones 
de adición y multiplicación, o que satisfacen la propiedad de cerradura respecto de estas operaciones. 

(2) Enteros negativos y cero, que se denotan — 1, —2, —3, ... y 0, respectivamente, y permiten resolver ecua¬ 
ciones de la forma x + b = a, donde a y h son cualesquiera números naturales. Esto lleva a la operación 
de sustracción, u operación inversa de la adición, y se escribe x = a — b. 

Al conjunto formado por los enteros positivos, negativos y el 0 se le conoce como enteros, y es cerrado 
en las operaciones de adición, multiplicación y sustracción. 

(3) Números racionales o fracciones, por ejemplo, —I,..., que permiten solucionar ecuaciones de la 
forma bx = a para todo par de enteros ay b, donde b 0. Esto lleva a la operación de división o inversa de 
la multiplicación', se escribe x — a/boa-r-b (el cociente de a y V), donde a es el numerador y b es el 
denominador. 

El conjunto de los enteros es una parte o subconjunto de los números racionales, pues los enteros 
corresponden a los números racionales de la forma a/b, donde b = 1. 

El conjunto de los números racionales es cerrado bajo las operaciones de adición, sustracción, multipli¬ 
cación y división, en tanto se excluya la división entre cero. 

(4) Números irracionales, como V2 y 7 t, que no se expresan de la forma a/b, donde ay b son enteros y 
b^ 0. 

Al conjunto de números racionales e irracionales se le denomina conjunto de números reales. Se supone que el 
estudiante conoce las diversas operaciones con los números reales. 


1.2 Representación gráfica de los números reales 


Los números reales se representan como puntos sobre una línea recta, o eje real como se indica en la figura 1-1. El 
punto correspondiente a cero es el origen. 


r 


-2V3 


ü 


-1.5 


+ 


3 

n 


r 


V2 


Figura 1-1 
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CAPÍTULO 1 Números complejos 

Al contrario, por cada punto sobre esta recta hay uno y sólo un número real. Si un punto A, correspondiente a un 
número real a, se encuentra a la derecha de un punto B, correspondiente al número real b, se dice que a es mayor que 
b o, lo que es lo mismo, que b es menor que a, y se escribe a > b o b < a, respectivamente. 

El conjunto de todos los números x tales que a < x < b es un intervalo abierto en el eje real, mientras que 
a < x < b, en donde también se incluyen los puntos finales ay b, es un intervalo cerrado. Al símbolo x, que repre¬ 
senta cualquier número real, se le conoce como variable real. 

El valor absoluto de un número real a, que se denota |a|, es igual a a si a > 0, es igual a —a si a < 0 y es igual a 
0 si a — 0. La distancia entre dos puntos a y b en el eje real es \a — b\. 


1.3 El sistema de números complejos 

No existe ningún número real x que satisfaga la ecuación polinómica x 2 + l — 0. Para solucionar esta ecuación y 
otras similares se introduce el conjunto de números complejos. 

Los números complejos son números de la forma a + bi, donde ay b son números reales, e i, denominado uni¬ 
dad imaginaria, tiene la propiedad de que i 2 — — 1. Si z — a + bi, entonces a es llamada parte real de z„ y b, parte 
imaginaria de z, y se les denota Rejzj e lm{z}, respectivamente. El símbolo z, que representa un número complejo 
cualquiera, es llamado variable compleja. 

Dos números complejos, a + bi y c + di, son iguales si y sólo si a — c y b — d. Los números reales se consideran 
el subconjunto de los números complejos formado por los números complejos en los que b — 0. Así, los números 
complejos 0 + 0¡ y —3 + Oí representan los números reales 0 y —3, respectivamente. Si a — 0, al número complejo 
0 + bi o bi se le conoce como número imaginario puro. 

El complejo conjugado, o simplemente conjugado, de un número complejo a -\- bi es a — bi, y a menudo se denota 
por z o z*. 


1.4 Operaciones fundamentales con números complejos 

Para efectuar operaciones con números complejos se procede como en el álgebra de números reales: se reemplaza i 2 


por —1 cuando se presente. 


(1) 

Suma 

(a + bi) + (c + di) = a + bi + c + di = (a + c) + (b + d)i 

(2) 

Resta 

(a + bi) — (c + di) = a + bi — c — di = (a — c) + (b — d)i 

(3) 

Multiplicación 



(a + bi)(c + di) = ac + adi + bci + bdi 2 = (ac — bd) + (ad + bc)i 

(4) 

División 



Si c 9^ 0 y d 0, entonces 

a + bi a + bi c — di ac — adi + bci — bdr 

c + di c + di c — di c 2 — d 2 i 2 

ac + bd + (be — ad)i ac + bel be — ad . 

c 2 + d 2 c 2 + d 2 c 2 + d 2 ' 
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1.7 Representación gráfica de los números complejos 


1.5 Valor absoluto 

El valor absoluto o módulo de un número complejo a + bi se define como \a + bi\ = s/a 2 + b 2 . 
EJEMPLO 1.1 : |-4 + 2i\ = v/(— 4) 2 + (2) 2 = >/20 = 2^5. 

Si zu Z 2 , Z 3 ,. ■ ., Z m son números complejos, se satisfacen las propiedades siguientes: 

(1) \ZlZl\ = kl I k21 O \ZlZ2---Zm\ = IZlIN ••• \Zm\ 


Ti 


Ti 

T2 


Z2 


(3) |Zl + Z 2 I < kl I + IZ 2 I O |Zl + Z 2 + ■ ■ ■ + Zm\ < kll + \zi\ + ■ ■ ■ + \z m \ 

(4) ki ± Z 2 I > kil - \z2\ 


1.6 Fundamentos axiomáticos del sistema de números complejos 

Desde un punto de vista estrictamente lógico, es deseable definir un número complejo como par ordenado (a, b) de 
números reales ay b sujetos a ciertas definiciones operacionales que resulten equivalentes a las definiciones anterio¬ 
res. Estas definiciones son las siguientes, y en todas ellas las literales representan números reales. 


A. 

Igualdad 

(a, b) = (c, d) si y sólo si a = c, b — d 

B. 

Suma 

(a, b) + (c, d) = {a + c, b + d) 

C. 

Producto 

(a, b) ■ (c, d) — (ac — bd, ad + be) 



m(a, b) = ( ma, mb ) 


A partir de lo anterior se puede demostrar [problema 1.14] que (a, b) = a(l, 0) + b( 0,1), lo que corresponde a a + bi, 
donde i es un símbolo de (0, 1) y tiene la propiedad de que i 2 — (0, 1)(0, 1) — (— 1, 0) [que se considera que equivale 
al número real —1] y (1, 0) equivale al número real 1. El par ordenado (0, 0) corresponde al número real 0. 

A partir de lo anterior se puede demostrar lo siguiente. 

teorema 1.1: Suponga que zi, z.i_ y ", pertenecen al conjunto S de números complejos. Entonces: 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

( 8 ) 
(9) 


Zi + Z 2 y Z 1 Z 2 pertenecen a S 

Ti + Z2 — Z2 + Ti 

Ti + fe + T3) = (Ti + T2) + T3 

T1T2 = T2T1 

Ti(T 2 T 3 ) = (tit 2 )t 3 

Tl(Z2 + T3) = T1T2 + T1T3 


Ley de cerradura 
Ley conmutativa de la suma 
Ley asociativa de la suma 
Ley conmutativa de la multiplicación 
Ley asociativa de la multiplicación 
Ley distributiva 

Zi + 0 = 0 + Zi = z\, 1 • Zi = Zi ■ I = Z|. al 0 se le conoce como identidad respecto de la suma, y al 1, 
como identidad respecto de la multiplicación. 

Para todo número complejo existe un número único z en S tal que z + z¡ = 0; [z es el inverso de zi res¬ 
pecto de la suma y se denota — z\]. 

Para todo Z\ ^ 0 existe un número único z en S tal que ziZ = zz\ — 1; [z es el inverso de Zi respecto de la 
multiplicación y se denota zf 1 o 1 /z\\. 


En general, todo conjunto como S cuyos elementos satisfagan lo anterior se conoce como campo. 


1.7 Representación gráfica de los números complejos 

Suponga que se toman dos ejes reales X'OX y Y0Y mutuamente perpendiculares [eje x y eje y, respectivamente], 
como se muestra en la figura 1-2. En el plano determinado por estas dos rectas se ubica cualquier punto mediante un 
par ordenado de números reales (x, y), o coordenadas rectangulares del punto. En la figura 1-2 se presentan ejemplos 
para ubicar los puntos P, Q, R, S y T. 
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CAPÍTULO 1 Números complejos 

Como un número complejo x + iy puede verse como un par ordenado de números reales, los números complejos 
se representan mediante puntos en el plano xy, al que se le llama plano complejo o diagrama de Argand. Así, el 
número complejo representado por P se lee como (3, 4) o como 3 + 4 i. A cada número complejo corresponde uno y 
sólo un punto en el plano, y a cada punto en el plano, uno y sólo un número complejo. Debido a esto, a un número 
z se le llama también punto z. En ocasiones, a los ejes x y y también se les denomina eje real y eje imaginario, res¬ 
pectivamente, y al plano complejo, plano z. La distancia entre dos puntos z\— x i + iy \ y z 2 = x 2 + ty 2 , en el plano 
complejo está dada por \zi -z 2 | = s/ (x\ -x 2 ) 2 + (vi -y 2 ) 2 . 


* Q(- 3, 3) 


X' 


-4 


-3 



R(-2.5, -1.5)* 



m 4) 


7X2.5, 0) 

-I—•-!-1— X 

2 3 4 


*S( 2,-2) 


Figura 1-2 


Y 



Figura 1-3 


1.8 Forma polar de los números complejos 

Sea P el punto en el plano complejo correspondiente al número complejo (a, y) o x + iy. Entonces, de acuerdo con 
la figura 1-3, se ve que 

x = rcos9, y = r sen 9 

donde r = yjx 2 + y 2 = \x + iy | se conoce como módulo o valor absoluto de z — x + iy [que se denota mod z o |z|]; 
y 9, como amplitud o argumento de z — x + iy [que se denota arg z], es el ángulo que forma la recta OP con el lado 
positivo del eje x. 

Se sigue que 

2 = x + iy = r(cos 9+ ¿sen 9) (1.1) 

que se conoce como forma polar de un número complejo, y r y 9, como coordenadas polares. Suele ser conveniente 
escribir, en lugar de eos 9 + i sen 9, la forma abreviada cis 9. 

A todo número complejo z# 0 le corresponde únicamente un valor de 6 en 0 < 0 < 2ir; sin embargo, puede 
emplearse cualquier otro intervalo de longitud 2 ir, como —ir <9 <tt. A cualquiera de estos intervalos elegido de 
antemano se le conoce como rango principal, y al valor de 9, como valor principal. 


1.9 Teorema de De Moivre 

Si zi — X\ + iy i — rj( eos 0i + i sen 0!) y z 2 = *2 + iy 2 = r 2 (eos 0 2 + ; sen 0 2 ) se puede demostrar que [vea el pro¬ 
blema 1.19] 

ZiZ 2 = /•|r 2 [cos(0 l + e 2 ) + i sen (9 l + 0 2 )} (1.2) 

- = - [cos^! - 0 2 ) + i sen(0! - 0 2 )} (1.3) 

Z2 r 2 
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1.12 Ecuaciones polinómicas 


Una generalización de la ecuación (1.2) conduce a 

Z 1 Z 2 ••• z„ = r^- ■ ■ ^¡{cos^! + &2 + • • ■ + 9 n ) + i sen(0! + 0 2 + ■' • + 0 n )} (1-4) 

y si n — Z 2 — ■ • ■ — Z„ = Z se obtiene 

Z n = {r(cos 0 + i sen 0)} n — r n ( eos n9 + i sen n0) (1.5) 

que suele conocerse como teorema de De Moivre. 


1.10 Raíces de números complejos 


Se dice que un número w es la raíz n-ésima de un número complejo z si w n — z, y se escribe w = z 1//n . De acuerdo 
con el teorema de De Moivre se aprecia que, si n es un entero positivo, 

Z 1 /" = {r(cos 6 + i sen 6 )} l,n 


_ r i/n 


9+2kTr\ (Q+ 2 k,Tt 
eos |-1 + i sen 


k = 0, 1, 2,..., n — 1 


( 1 . 6 ) 


de donde se infiere que hay n valores diferentes de es decir, n raíces n-ésimas de z, siempre y cuando z¥=- 0. 


1.11 Fórmula de Euler 

Si se supone que se satisface la expansión de la serie infinita e x = 1 + x + (x 2 /2\) + (x 3 /3!) + • ■ ■ del cálculo ele¬ 
mental para x = i6, se llega a la igualdad 

e ,e = eos 6 + i sen 6 (1.7) 

que se conoce como fórmula de Euler. Sin embargo, es más práctico tomar (1.7) como definición de e' e . En general, 
se define 

e z = e x + i y = e x e ly = ^(cos v + i sen y) (1.8) 

En el caso especial que y = 0, esta igualdad se reduce a e x . 

Observe que en términos de (1.7) el teorema de De Moivre se reduce a (e ,e ) n — e m6 . 


1.12 Ecuaciones polinómicas 

En la práctica, con frecuencia se necesitan las soluciones de ecuaciones polinómicas de la forma 

¿¡o z" + a\z n 3 + £¡ 2 z n "+•■■ + £¡,¡_iZ (i n — 0 (1.9) 

donde a 0 ¥= 0, a\, ..., a n son números complejos dados y ti es un entero positivo al que se conoce como grado de la 
ecuación. A las soluciones de estas ecuaciones se les llama ceros del polinomio de la izquierda en (1.9) o raíces de 
la ecuación. 
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CAPÍTULO 1 Números complejos 

Un teorema muy importante llamado teorema fundamental del álgebra [que se demostrará en el capítulo 5] esta¬ 
blece que toda ecuación polinómica de la forma (1.9) tiene al menos una raíz en el plano complejo. A partir de esto 
se puede demostrar que, en realidad, estas ecuaciones tienen n raíces complejas, de las cuales algunas o todas pueden 
ser idénticas. 

Si zy z. 2 , ■■■,<■„ son las n raíces (1.9) se escribe como 

a 0 (z - zi)(z - z 2 ) ■ ■ • (z - z„) = 0 (1.10) 

que se conoce como forma factorizada de la ecuación polinómica. 


1.13 Raíces w-ésimas de la unidad 

Las soluciones de la ecuación z n — 1, donde n es un entero positivo, se llaman raíces n-ésimas de la unidad, y están 
dadas por 

O b- rrr O ls 'Tr 

z = eos - bisen - = e 1 km / n k = 0, 1, 2,... ,n — 1 (1.11) 

n n 

Si a> — eos 2ir/n + i sen 2ir/n = e 2m '", las n raíces son 1 , a>, co 2 , ... ,oj" 1 . Geométricamente, estas raíces represen¬ 
tan los n vértices de un polígono regular de n lados, inscrito en un círculo de radio uno, con centro en el origen. La 
ecuación de este círculo es z = 1 y se le suele llamar círculo unitario. 


1.14 Interpretación vectorial de los números complejos 

Un número complejo z = x + iy se considera como un vector OP cuyo punto inicial se encuentra en el origen O y 
cuyo punto final P es (x, y), como se ve en la figura 1-4. A OP = x+ iy se le llama vector posición de P. Dos vectores 
con la misma longitud o magnitud y la misma dirección pero puntos iniciales diferentes, como OP y AB en la figura 
1-4, se consideran iguales. Por tanto, se escribe OP — AB — x + iy. 


y 




La suma de números complejos corresponde a la ley del paralelogramo para la suma de vectores [vea la figura 
1-5]. Por tanto, para sumar los números complejos z\ y Z 2 se traza el paralelogramo OABC, cuyos lados OA y OC 
corresponden a z\ y Z 2 - La diagonal OB de este paralelogramo corresponde a Zi + Zy Vea el problema 1-5. 


1.15 Proyección estereográfica 

Sea V [figura 1-6] el plano complejo y considérese una esfera S tangente a V en z = 0. El diámetro NS es perpendicu¬ 
lar aP,ya los puntos N y S se les llama polo norte y polo sur de S. Para cada punto AátV puede trazarse una recta 
NA que interseca a S en un punto A!. De esta manera, a cada punto del plano complejo V le corresponde uno y sólo 
un punto en la esfera S , y todo número complejo se representa mediante un punto de la esfera. Para completar se 
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1.18 Conjuntos de puntos 


dice que el punto N corresponde al “punto en el infinito” del plano. Al conjunto de todos los puntos del plano com¬ 
plejo, incluso el punto en el infinito, se le conoce como plano complejo completo, plano z entero o plano complejo 
extendido. 



A este método para asignar a cada punto del plano uno y sólo un punto de la esfera se le llama proyección este¬ 
reográfica. A la esfera se le suele llamar esfera de Riemann. Si se elige que el diámetro de la esfera de Riemann sea 
la unidad, el ecuador corresponde al círculo unitario del plano complejo. 


1.16 Producto punto y producto cruz 


Sean Z\ — x¡ + iy¡ y z 2 = x 2 + i}h dos números complejos [vectores]. El producto punto [también llamado producto 
escalar] de z¡ y z 2 se define como el número real 

zi ■ z 2 —X]_x 2 +y\y 2 — Altaicos# (1.12) 


donde 6 es el ángulo entre Z\ y z 2 ubicado entre 0 y 77. 

El producto cruz de z.\ y z 2 se define como vector "1 x z 2 = (0, 0, X\y 2 — J’|X 2 ) perpendicular al plano complejo y 
de magnitud 

|zi x Z 2 I =^ 2 -^ 2 = |zi||z 2 | sen 9 (1.13) 


teorema 1.2: Sean zi y z 2 distintos de cero. Entonces: 

(1) Una condición necesaria y suficiente para que zj y z 2 sean perpendiculares es que z¡- z 2 = 0. 

(2) Una condición necesaria y suficiente para que z¡ y z 2 sean paralelos es que |zi x z 2 | = 0. 

(3) La magnitud de la proyección de zi sobre z 2 es \zy z 2 |/|z 2 |. 

(4) El área de un paralelogramo cuyos lados sean z\ y z 2 es \zi x z 2 |. 

1.17 Coordenadas conjugadas complejas 

Un punto en el plano complejo se localiza mediante las coordenadas rectangulares (x, y) o mediante las coordenadas 
polares (r, 0). Existen muchas otras posibilidades. Una de estas posibilidades es aprovechar que x — i (z + z), y — 
(1/2í)(z — z), donde z — x+iy. A las coordenadas (z, z) que localizan un punto se les llama coordenadas conjugadas 
complejas, o simplemente coordenadas conjugadas del punto [vea los problemas 1.43 y 1.44]. 


1.18 Conjuntos de puntos 

A toda colección de puntos en el plano complejo se le llama conjunto ( bidimensional ) de puntos, y cada punto es un 
miembro o elemento del conjunto. Las siguientes definiciones fundamentales se presentan aquí como referencia. 

(1) Vecindades. Una vecindad delta o 5 de un punto zo es el conjunto de todos los puntos z tales que |z — Zo| <5, 
donde 8 es cualquier número positivo dado. Una vecindad agujerada 8 de z 0 es una vecindad de zo en la 
que se omite el punto z 0 , es decir, 0 < |z — z 0 | < 5. 


www.FreeLibros.me 








CAPÍTULO 1 Números complejos 


(2) Puntos límite. Un punto zq se llama punto límite , punto de agrupación o punto de acumulación de un 
conjunto S si toda vecindad 8 agujerada de z 0 contiene puntos de S. 

Como 8 puede ser cualquier número positivo, se sigue que S debe tener una cantidad infinita de puntos. 
Observe que z (l puede o no pertenecer al conjunto S. 

(3) Conjuntos cerrados. Se dice que un conjunto S es cerrado si todo punto límite de S pertenece a S, es 
decir, si S contiene todos sus puntos límite. Por ejemplo, el conjunto de todos los puntos z tales que N < 1 
es un conjunto cerrado. 

(4) Conjuntos acotados. Se dice que un conjunto S es acotado si se puede encontrar una constante M tal que 
|z| < M para todo punto z en S. Un conjunto no acotado es un conjunto que no satisface esta condición. Se 
dice que un conjunto acotado y cerrado es compacto. 

(5) Puntos interiores, puntos exteriores y puntos frontera. Un punto zq es un punto interior de un conjunto 
S si se puede hallar una vecindad 8 de zo tal que todos sus puntos pertenezcan a S. Si toda vecindad 8 de 
Zq contiene puntos que pertenecen a S y puntos que no pertenecen a S, entonces Zq es un punto frontera. Si 
un punto no es un punto interior o un punto frontera de un conjunto, entonces es un punto exterior de S. 

(6) Conjuntos abiertos. Un conjunto abierto es un conjunto que consta únicamente de puntos interiores. Por 
ejemplo, el conjunto de los puntos z tales que |z| < 1 es un conjunto abierto. 

(7) Conjuntos conexos. Un conjunto abierto S es conexo si cada par de puntos del conjunto puede unirse 
mediante una trayectoria que conste de segmentos de recta (una trayectoria poligonal) de modo que todos 
sus puntos pertenezcan a S. 

(8) Regiones abiertas o dominios. A un conjunto conexo abierto se le llama región abierta o dominio. 

(9) Cerradura de un conjunto. Si a un conjunto S se agregan todos los puntos límite de S, el nuevo conjunto 
es la cerradura de S, y es un conjunto cerrado. 

(10) Regiones cerradas. La cerradura de una región abierta o dominio se llama región cerrada. 

(11) Regiones. Si a una región o dominio se añaden algunos, todos o ninguno de sus puntos límite, se obtiene 
un conjunto que se llama región. Si se agregan todos los puntos límite, la región es cerrada ; si no se agrega 
ningún punto límite, la región es abierta. En este libro, siempre que se use la palabra región sin más cali¬ 
ficativo, se hará referencia a una región abierta o dominio. 

(12) Unión e intersección de conjuntos. Al conjunto que consta de todos los puntos que pertenecen al con¬ 
junto Sj o al conjunto Si, o a ambos conjuntos Si y S 2 , se le llama unión de Si y S 2 , y se denota Si u s 2 . 

Un conjunto que conste de todos los puntos pertenecientes a los conjuntos Si y S 2 se denomina inter¬ 
sección de Si y S 2 , y se denota Si D S 2 . 

(13) Complemento de un conjunto. El conjunto que consta de todos los puntos que no pertenecen al conjunto 
S se llama complemento de S, y se denota S o S c . 

(14) Conjunto vacío y subconjuntos. Es conveniente considerar el conjunto que no tiene ningún punto. A este 
conjunto se le llama conjunto vacío y se denota 0. Si dos conjuntos Si y S 2 no tienen ningún punto en 
común (en cuyo caso se dice que son conjuntos disjuntos o mutuamente excluyentes ), esto se indica como 
sigue: Si Cl S 2 = 0. 

Todo conjunto que se forme al elegir algunos, todos o ningún punto de un conjunto S se llama subcon¬ 
junto de S. Si dejamos de lado el caso en que se eligen todos los puntos de S, el conjunto se llama conjunto 
adecuado de S. 

(15) Numerabilidad o contabilidad de un conjunto. Suponga que un conjunto sea finito o que sus elementos 
se colocan en correspondencia uno a uno con los números naturales 1, 2, 3,.... Entonces se dice que este 
conjunto es contable o numerable ; si no es así, el conjunto es no contable o no numerable. 

Los siguientes son dos teoremas importantes sobre conjuntos de puntos: 

(1 ) Teorema de Bolzano-Weierstrass. Todo conjunto infinito acotado tiene al menos un punto límite. 

(2) Teorema de Heine-Borel. Sea S un conjunto compacto, cada punto del cual está contenido en uno o 
más de los conjuntos abiertos A ¡, A 2 , ... [los que se dice que son una cubierta de 5]. Entonces existe un 
número finito de conjuntos Ai, A 2 ,... que forman una cubierta de S. 
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PROBLEMAS RESUELTOS 


Operaciones fundamentales con números complejos 

1.1. Realice las operaciones indicadas. 

Solución 

a) (3 + 2z) + (—7 — /) = 3 — 7 + 2/ — i — —4 + z 

b) (—7 — i) + (3 + 2 /) = —7 + 3 — / + 2/ = —4 + / 

Los resultados de a) y b) ilustran la ley conmutativa de la suma. 

c) (8 - 6Z) - (2/ — 7) = 8 — 6r — 2* + 7 = 15 — 8/ 

d) (5 + 3z) + {(-1 + 2Z) + (7 - 50} = (5 + 3/) + {-1 + 2Z + 7 - 5/j = (5 + 3i) + (6 - 3z) = 11 

e) ¡(5 + 30 + (-1 + 2/)} + (7 - 50 = {5 + 3/ - 1 + 2/} + (7 - 50 = (4 + 50 + (7 - 50 = 11 
Los resultados de el) y e) ilustran la ley asociativa de la suma. 

f) (2 - 30(4 + 20 = 2(4 + 20 - 3/(4 + 2/) = 8 + 4/ - 12/ - 6z' 2 = 8 + 4/ - 12/ + 6 = 14 — 8/ 

g) (4 + 20(2 - 3/) = 4(2 - 3/) + 2i(2 - 3í) = 8 - 12/ + 4¿ - 6 i 2 = 8 - 12/ + 4/ + 6 = 14 - 8/ 

Los resultados de/) y g) ilustran la ley conmutativa de la multiplicación. 

h) (2 - /){(—3 + 20(5 - 4/)} = (2 - /){—15 + 12/ + 10/ - 8/ 2 ) 

= (2 - /)(—7 + 22i) = -14 + 44/ + 7/ - 22z' 2 = 8 + 51/ 

¿) {(2 - /)(—3 + 2/)}(5 - 40 = {-6 + 4/ + 3/ - 2/ 2 }(5 - Ai) 

= (-4 + 7/)(5 - Ai) = -20 + 16/ + 35/ - 28/ 2 = 8 + 51/ 

Los resultados de h) e i) ilustran la ley asociativa de la multiplicación. 

j) (—1 + 2/){(7 — 5/) + (—3 + 4/)} = (—1 + 2/)(4 — /) = —4 + / + 8/ — 2 Z 2 = —2 + 9/ 

Otro método 

(-1 + 2/){(7 - 5/) + (-3 + 4/)} = (-1 + 2/)(7 - 5/) + (-1 + 2/)(—3 + Ai) 

= {-7 + 5/ + 14/ - 10 i 2 } + {3 - 4/ - 6/ + 8/ 2 } 

= (3 + 19/) + (-5 - 10/) = -2 + 9/ 

Lo anterior ilustra la ley distributiva. 

3-2/ _ 3-2/ —1 —/_—3 —3/ + 2/ + 2Z 2 -5 - i _ 5 1. 

^ — 1 + / _ — 1 + / ‘ — 1 — / _ 1 - ¿ 2 ~ 2 ~~2~2 l 

Otro método Por definición, (3 — 2/)/(— 1 + /) es el número a + bi, donde ay b son números reales, tales que 

(—1 + i)(a + bi) = —a — b + (a — b)i = 3 — 2 i. Por tanto, —a — b = 3, a — b = — 2 y, al resolver simultánea¬ 

mente, a = —5/2, b = —1/2, o a + bi = —5/2 —i/2. 

I) 5 + 5/ 20 _ 5 + 5/ 3 + 4/ 20 4-3/ 

3 - 4/ + 4 + 3/ “ 3 - 4/' 3 + 4/ + 4 + 3/' 4 - 3/ 

_ 15 + 20/+ 15/+ 20/ 2 80 - 60/_-5 + 35/ 80 - 60/ _ 

“ 9 - 16/ 2 + 16 - 9/ 2 “ 25 + 25 “ 

3z 30 - z 19 _ 3(¿ 2 ) 15 - (i 2 ) 9 i _ 3(— l) 15 - (-1 fi 
2/ — 1 2/ — 1 “ -1+2/ 

—3 + / — 1 — 2/ 3 + 6/ — / — 2 i 2 5 + 5/ , , . 

= -1 + 2/' -1-2/ = 1 - Ai 2 “ 5 ~ +l 
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CAPÍTUL01 Números complejos 

1 V3 

1.2. Suponga que z\ = 2 -f i, z 2 = 3 — 2/, y Z 3 = — — + i . Evalúe las expresiones siguientes. 

Solución 

a) |3zi - 4z 2 | = 13(2 + i) - 4(3 - 2/)| = |6 + 3i - 12 + 8i| 

= |-6+ 11í| = /(-6) 2 + (ll) 2 = 7157 

b) z¡ - 3z 2 + 4 Zi - 8 = (2 + ¡) 3 - 3(2 + i ) 2 + 4(2 + i) - 8 

= {(2) 3 + 3(2) 2 (0 + 3(2)(¿) 2 + i 3 } - 3(4 + 4/ + i 2 ) + 8 + 4¿ - 8 
= 8 + 12/ — 6 — Z — 12 — 12/ + 3 + 8 + 4/ — 8 = —7 + 3/ 



2z 2 + zi — 5 — / 

2 

2(3 - 

2i) —{— (2 —f- i) — 5 — i 

2 

2zi — z 2 + 3 — / 


2(2 + /) - (3 - 20 + 3 - / 




3-4/ 

1 |3 - 4/| 2 (7(3) 2 + (—4) 2 ) 2 



4 + 3/ 

I 4 + 3í 'l 2 (V(4 f + (3) 2 ) 2 


1.3. Encuentre números reales xy y tales que 3x + 2 iy — ix + 5v = 7 + 5/. 

Solución 

La ecuación dada se escribe 3 a + 5y + i( 2 y — x) = 7 + 5¿. Así, al igualar las partes real e imaginaria, 3 jc + 5y = 7, 
2y — x = 5. Al resolver simultáneamente, x = — 1 y y = 2. 

1.4. Demuestre: a) jq + z 2 = Zi + Z 2 y ¿’lktZil = |Zi IIZ 2 I- 

Solución 

Sean n = x¡ + />>| y z 2 = ^2 + íy 2 . Así 

fl) zi + Z2 = X\ + /yi + X2 + iyi = a'i + x 2 + /(yi + y 2 ) 

= ai + a 2 — ¿(yi + y 2 ) = ai — /y 1 + a 2 — ¿y 2 = Ai + /y 1 + a 2 + íy 2 = zi + z 2 

fc) IZ1Z2I = K^i + iyi)(x2 + ¿y 2 )| = |aia 2 - yiy 2 + i(xiy 2 + yiA 2 )| 

= J(x\x 2 - yi.V2) 2 + (Aly 2 + yiA 2 ) 2 = J(x\ + yf)( a? + y;) = +y 2 Jx% +y 2 = |zi ||z 2 | 

Otro método 

\Z\Z2\ 2 = (Z1Z2XZÍZ2) = ZlZ2ZlZ2 = (Z1Z1XZ2Z2) = |Zlf|Z2| 2 o IZ1Z2I = |Zl I |Z2 1 

donde se aprovechó que el conjugado de un producto de dos números complejos es igual al producto de los con¬ 
jugados (vea el problema 1.55). 

Representación gráfica de los números complejos. Vectores 

1.5. Realice las operaciones indicadas de manera tanto analítica como gráfica: 

a) (3 + 4¿) + (5 + 2/), b) (6 — 2¿) — (2 — 5¿) y c) (—3 + 5¿) + (4 + 2¿) + (5 — 3¿) + (—4 — 6/). 
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Solución 

a) Analíticamente. (3 + 4 i) + (5 + 2i) = 3 + 5 + 4 i + 2i = 8 + 6 i 

Gráficamente. Estos dos números complejos se representan mediante los puntos P x y P 2 , respectivamente, 
como en la figura 1-7. Se completa el paralelogramo cuyos lados adyacentes son OP\ y OP 2 . El punto P repre¬ 
senta la suma, 8 + 6 i, de los dos números complejos dados. Observe la similitud con la ley del paralelogramo 
para la suma de dos vectores Ofj y OP 2 para obtener el vector OP. Debido a esto, suele ser conveniente con¬ 
siderar un número complejo a + bi como vector con componentes ay b en dirección de los ejes positivos x y 
y, respectivamente. 




b ) Analíticamente. (6 — 2í) — (2 — 5¡) = 6 — 2 — 2 i + 5i = 4 + 3 i 

Gráficamente. (6 — 2i) — (2 — 5i) = 6 — 2 i + (—2 + 5¡)- Ahora se suman 6 — 2i y (—2 + 5 i), como en el 
inciso a). En la figura 1-8, el resultado está indicado por OP. 


c) Analíticamente. 

(—3 + 5 i) + (4 + 2i) + (5 — 3 i) + (—4 — 6 í) = (—3 +4-1-5 — 4) + (5¿ + 2 i — 3 i — 6 i) — 2 — 2 i 

Gráficamente. Los números que se van a sumar se representan como z.\, z 2 , £3 y Z4, respectivamente. Estos 
números se representan gráficamente en la figura 1-9. Para hallar la suma buscada se procede como se muestra 
en la figura 1-10. A partir del punto final del vector zi se traza el vector z 2 . A partir del punto final de z 2 se traza 
el vector z 3 , y a partir del punto final de z 2 se traza el vector z 4 . La suma buscada, a la que se le suele llamar 
resultante, se obtiene con el trazo del vector OP desde el punto inicial de z\ hasta el punto final de 7 . 4 , es decir, 
OP = Zi + z 2 + Z3 + Z 4 = 2 — 2 i. 
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1.6. Suponga que z.i y Z 2 son dos números complejos (vectores), como en la figura 1-11. Obtenga gráficamente 

a) 3zi - 2z 2 y b ) ±z 2 + fzi 

Solución 

a) En la figura 1-12, OA = 3z¡ es un vector en la misma dirección que el vector z\ y cuya longitud es tres veces la 
longitud del vector z .\. OB = —2z 2 es un vector en dirección opuesta al vector z 2 y cuya longitud es dos veces 
la longitud del vector z 2 . 

Así, el vector es OC = OA + OB = 3zj — 2 z 2 . 




y 



b) El vector (número complejo) buscado está representado por OP en la figura 1-13. 

1.7. Demuestre que a) |zi + z 2 \ < |zi| + \z 2 \, b) |zj + z 2 + z 3 \ < |zi| + \z 2 \ + |z 3 |, c) |zi - z 2 \ > |zi| - |z 2 | 

y dé una interpretación gráfica. 


Solución 

a) Analíticamente. Sean zi = x¡ + iy¡ y z 2 = x 2 + iy 2 . Hay que demostrar que 

y (x\ + X 2 f + (vi + V 2) 2 < y/xf + yj + yjxj + y\ 

Al elevar al cuadrado ambos lados, esto será cierto si 

(xi + x 2 ) 2 + (yi + y 2 ) 2 < x 2 + yl + 2yj ( x\ + y\)(x\ + y 2 ) + x? + y\ 
es decir, si x¡x 2 + y { y 2 < yj{x\ + y\)(x\ + yj) 

o si (de nuevo al elevar al cuadrado ambos lados) 

x¡x¡ + 2x l x 2 y l y 2 + y\y\ < x 2 x¡ + x¿yj + y 2 x¡ + y\y\ 
o 2x¡x 2 y¡y 2 < x\y\ + yjx 2 

Pero esto equivale a (xiy 2 — XtVi ) 2 > 0, lo cual es verdadero. El resultado se demuestra al retroceder paso por 
paso, lo que sí es posible. 
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Gráficamente. El resultado se colige de que |zj |, |z 2 |, |zi + z 2 1 representan las longitudes de los lados de un 
triángulo (vea la figura 1-14) y de que la suma de las longitudes de dos lados de un triángulo es mayor o igual 
a la longitud del tercer lado. 

y y 




b ) Analíticamente. De acuerdo con el inciso a), 

|Zl + Z2 + Z3I = \Z\ + fe +Z 3 )I < |zil + |z 2 +Z3I < Izil + |2 2 | + |Z 31 

Gráficamente. Este resultado es consecuencia del hecho geométrico de que, en un plano, la distancia más corta 
entre dos puntos O y P es la recta que los une (vea la figura 1-15). 

c) Analíticamente. De acuerdo con el inciso a), |zi| = |z¡ — z 2 +z 2 | < |zi — z 2 | + |z 2 |. Entonces |zi — z 2 | > |zi¡ — |z 2 |. 
Un resultado equivalente que se obtiene al sustituir z 2 por — z 2 es |z¡ + z 2 | > |zi| — |z 2 |. 

Gráficamente. El resultado equivale a decir que la longitud de uno de los lados de un triángulo es mayor o igual 
a la diferencia de las longitudes de los otros dos lados. 

1.8. Los vectores posición de los puntos ,4 (x ,, y,) y B(x 2 , y 2 ) están representados por Z\ y z 2 respectivamente, a) 
Represente el vector AB como número complejo, b) Encuentre la distancia entre los puntos Ay B. 

Solución 

a) De acuerdo con la figura 1-16, OA + AB = OB o 

AB = OB - OA = z 2 ~ zi = (x 2 + iy 2 ) - ( x, + ¿y,) = (x 2 - x¡) + i(y 2 - Vi) 

b) La distancia entre los puntos Ay B está dada por 

|AB| = \{x 2 - *1) + i(y 2 - yi)| = yj (x 2 - .ri ) 2 + (y 2 - yi ) 2 


y 




1.9. Sean zi = x¡ + iy¡ y z 2 = x 2 + iy 2 que representan dos vectores no colineales o no paralelos. Si a y b son 
números reales (escalares) tales que az\ + bz 2 — 0 , demuestre que a — 0 y h = 0 . 
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CAPÍTUL01 Números complejos 

Solución 

La condición dada az\ + bi 2 = 0 es equivalente a 

a(x 2 + iy¡) + b(x 2 + íy 2 ) = 0 o ax l + bx 2 + i(ay i + by 2 ) = 0. 

Así, ax\ + bx 2 = 0 y ay\ + by 2 = 0. Estas ecuaciones tienen la solución simultánea a = 0 y b = 0 si y\/x\ ¥= y 2 /x 2 , 
es decir, si los vectores no son colineales o no son paralelos. 

1.10. Demuestre que las diagonales de un paralelogramo se bisecan entre sí. 

Solución 

Sea OABC [figura 1-17] el paralelogramo dado, cuyas diagonales se intersecan en P. 

Como z.[ + AC = z 2 , AC = z 2 — Z\. Entonces AP = m(z 2 — Zi), donde 0 < m < 1. 

Como OB = zj + z 2 , OP = n(z¡ + z 2 ), donde 0 < n < 1. 

Pero OA + AP = OP; es decir, Z[ + m(z 2 — z¡) = n(z\ + Zi) o (1— m — n)zi + (m — n)z 2 = 0. Por tanto, de 
acuerdo con el problema 1.9, 1 — m — n = 0, m — n = 0 o m = |, n = ^, de manera que P es el punto medio de 
las dos diagonales. 

1.11. Encuentre una ecuación de la recta que pasa por dos puntos dados A(x i, y i) y B(x 2 , y 2 )- 

Solución 

Sean z,\ — X\ + iy\ y z 2 = x 2 + iy 2 los vectores posición de A y B, respectivamente. Sea z — x + iy el vector 
posición de un punto P en la recta que une Ay B. 

De acuerdo con la figura 1-18, 

OA + AP = OP o zi + AP = z, es decir, AP = z — Z\ 

OA + AB = OB o Z| + AB = z 2 , es decir, AB = z 2 — Z\ 

Como AP y AB son colineales, AP = tAB o z — zi = t(z 2 — Zi), donde t es real; la ecuación buscada es 

z = Zi + í(z 2 - Zi) o Z = (1 - t)zi + tz 2 

Con Z| = X\ + iy i, Z 2 — x 2 + iy 2 y z — x + iy, lo anterior se expresa como 

x - xi = t{x 2 - xi), y - yi = t(y 2 - yt) o -—^ = ^-— 

X 2 -x¡ y 2 — y\ 

Las primeras dos se conocen como ecuaciones paramétricas de la recta, en donde t es el parámetro; la segunda 
es la ecuación de una recta en forma estándar. 

Otro método Como AP y PB son colineales, existen números reales m y n tales que: 

mAP = nPB o m(z — Zi) = n(z 2 — z) 

Se despeja, 

mzi + nz 2 mx\ + nx 2 my\ + ny 2 

Z— - o x =- y = - 

m + n m + n ' m + n 

que se conoce como forma simétrica. 
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y 




1.12. Sean A(l, —2), B{— 3, 4) y C(2, 2) los tres vértices del triángulo ABC. Encuentre la longitud de la mediana 
de C al lado AB. 

Solución 

Los vectores posición de A, B y C están dados por z\ = 1 — 2 i, z 2 = —3 + 4¿ y z 3 = 2 + 2/, respectivamente. 
Entonces, de acuerdo con la figura 1-19, 

AC = z 3 - zi = 2 + 2/ - (1 - 2/) = 1+4/ 

BC = +—£2 = 2 + 2/ — (—3 + 4 Z) = 5 — 2/ 

AB = Z 2 — Zi = —3 + 4/ — (1 — 2/) = — 4 + 6/ 

A£> = J.A B = i(— 4 + 6/) = —2 + 3/ pues D es el punto medio de AB. 

AC + CD=AD o CD=AD-AC = -2 + 3/ -(1+4/) = -3-/. 

Así, la longitud de la mediana CD es \CD\ = |—3 — ¿| = \/Í0. 

1.13. Encuentre la ecuación de a) un círculo de radio 4 con centro en (—2, 1) y b) una elipse cuyo eje mayor tenga 
longitud 10 y focos en (—3, 0) y (3, 0). 

Solución 

a) El centro se representa mediante el número complejo —2 + i. Si z es un punto cualquiera del círculo [figura 
1-20], la distancia de z a — 2 + i es 

\z - (-2 + 0| = 4 

Entonces, la ecuación requerida es |z + 2 — ¿| = 4, que en forma rectangular está dada por 
|(jc + 2) + i{y — 1)| = 4, es decir (x + 2 ) 2 + (y — l) 2 = 16 
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b ) La suma de las distancias de cualquier punto z de la elipse [figura 1-21] a los focos es igual a 10. Por tanto, 
la ecuación requerida es 

|z + 3| + |z — 3| = 10 

En forma rectangular, esto se reduce a x 2 /25 + y 2 / 16 = 1 (vea el problema 1.74). 

Fundamentos axiomáticos de los números complejos 


1.14. Con la definición de número complejo como par ordenado de números reales y las definiciones de la página 
3 demuestre que (a, b) = a( 1, 0) + b( 0, 1), donde (0, 1)(0, 1) = (—1, 0). 

Solución 

De acuerdo con las definiciones de la suma y de la multiplicación de la página 3, se tiene 

(a, b ) = (a, 0 ) + (0, b) = a(l, 0) + b(0 , 1) 

donde 

( 0 , 1 )( 0 , 1 ) = (0 • 0 - 1 • 1 , 0 ■ 1 + 1 ■ 0 ) = (- 1 , 0 ) 

Se identifica (1, 0) con 1 y (0, 1) con i, y se ve que (a, b) = a + bi. 


1.15. Suponga que Z| = (a b b{), z 2 = (a 2 > bi) Y Z3 = («3, ¿>3). Demuestre la ley distributiva: 

Zl(Z2 + Z3) — Z1Z2 + Z1Z3. 


Solución 


Se tiene 

zt(z2 + Z3) = (ai, bi){(an, b 2 ) + («3, ¿3)} = (ai, b\)(a 2 + a 2 , b 2 + ¿>3) 
= i a i( a 2 + a s) — bi(b 2 + b 2 ), a\(b 2 + ¿3) + b\(a 2 + «3)} 

= (ü\ü 2 — b\b 2 “P ¿71 £73 — b\b 2 , ci\b 2 + b\ci 2 ü\b 2 b\a 2 ) 

(q\Q 2 — b\b 2 , ci\b 2 “P b\ci 2 ) “P (771 ¿73 — b\b 2 , (i\b 2 b[Ci 2 ') 

= (ai, b¡)(a 2 , b 2 ) + (a 1, ¿i)(a 3 , ¿ 3 ) = ZiZ 2 + ZiZ3 


Forma polar de los números complejos 


1.16. Exprese en forma polar los números complejos siguientes. 
a) 2 + 2^3 i, b ) —5 + 5/', c) — -v/6 — \[2i y d) —3 i 

Solución 

a) 2 + 2a/3 i [vea la figura 1-22.] 

El módulo o valor absoluto es r = ¡2 + 2a/ 3/| = v /4 + 12 = 4. 

La amplitud o argumento es 6 = sen -1 2 a/ 3/4 = sen~ ^a/3/2 = 60° = 7t/ 3 (radianes). 

Entonces 

2 + 2a/3 i = r(cos 6 + i sen 6 ) = 4(cos 60° + i sen 60°) = 4(cos tt/ 3 + i sen tt/3) 
Este resultado también se expresa como 4 cis tt/3 o, con la fórmula de Euler, como 4e m / 3 . 
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y 



y 



b ) —5 + 5¡ [vea la figura 1-23.] 

r = |-5 + 5¡| = \/ 25 + 25 = 5^2 
0 = 180° - 45° = 135° = 3tt/ 4 (radianes) 

De manera que 

-5 + 5 i = 5y2(cos 135° + ¡sen 135°) = 5^2 cis 3 tt/ 4 = 5V2e 3m/4 

c) — Vó — \Í2i [vea la figura 1-24.] 

r = |— v/6 - V2i| = ^6 + 2 = 2 V ^2 
e = 180° + 30° = 210° = 7tt/ 6 (radianes) 

De manera que 

-s/6-V2 i = 2a/2(cos 210° + ¡ S en210°) = 2V2CÍS7T7/6 = Isfle 1 ™ 1 ' 



Figura 1-24 


y 

X 


Figura 1-25 



d) —3 i [vea la figura 1-25.] 

r = |—3*| = |0 - 3¡[ = v/0 + 9 = 3 
0 = 270° = 3tt/ 2 (radianes) 

De manera que 

—3 i = 3(cos 3-77/2 + i sen 3 tt/ 2) = 3 cis 3tt/2 = 3e 3m ^ 2 

1.17. Represente en forma gráfica las expresiones de los incisos siguientes: a) 6(cos 240° + i sen 240°), 
b) 4<? 3m '/ 5 y c) 2e-™'/ 4 . 


Solución 

a) 6(cos 240° + i sen 240°) = 6 cis 240° = 6 cis 47r/3 = 6e 4m / 3 se representa en forma gráfica mediante el 
vector OP de la figura 1-26. 
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Si se parte del vector AO, de magnitud 6 y en dirección del eje x positivo, se obtiene OP al rotar AO 240° en 
sentido contrario al de las manecillas del reloj. En general, re ,e equivale a un vector que se obtiene al rotar un 
vector de magnitud r y dirección del eje positivo x en un ángulo 6 , en sentido contrario al de las manecillas del 
reloj. 



b) 4 e 3m/5 _ 4( cos 37 t/5 + i sen 2>tt/5) = 4(cos 108° + i sen 108°) 
está representado en la figura 1-27 mediante el vector OP. 

c) 2e -7n / 4 = 2{cos (— 7t/4) + i sen (— 7t/4)} = 2{cos (—45°) + i sen (—45°)} 

Este número complejo está representado en la figura 1-28 mediante el vector OP. Este vector se obtiene al 
empezar con el vector OA, de magnitud 2, en la dirección positiva del eje x, y rotarlo un ángulo de —45° en 
dirección contraria a las manecillas del reloj (que es lo mismo que rotar este vector un ángulo de 45° en la 
dirección de las manecillas del reloj). 


1.18. Un hombre recorre 12 millas hacia el noreste, 20 millas 30° hacia el oeste del norte y después 18 millas 
60° hacia el suroeste. Determine a) de manera analítica y b ) de manera gráfica cuánto y en qué dirección se 
alejó de su punto de partida. 


Solución 

a) Analíticamente. Sea O el punto de partida (vea la figura 1-29). Los 
desplazamientos sucesivos están representados por los vectores OA, 

AB y BC. El resultado de estos tres desplazamientos se representa con 
el vector 

OC = OA + AB + BC 

Ahora, 

OA = 12(cos 45° + i sen 45°) = lie™!* 

AB = 20{eos (90° + 30°) + i sen(90° + 30°)} = 20e 2m / 3 
BC = 18{eos (180° + 60°) + i sen (180° + 60°)} = 18e 4m / 3 

De manera que ... . 

M Figura 1-29 

OC = 12e m/4 + 20e 2lri/3 + 18e 4m/3 

= {12eos45° + 20eos 120° + 18 eos 240°j + ¡{12 sen45° + 20 sen 120° + 18 sen240°) 

= {(12)(v / 2/2) + (20X-1/2) + (18)(—1/2)} + ¡{(12)(v / 2/2) + (20)(V3/2) + (18)(-V3/2) 

= (6V2 - 19) + (óV2 + V3)i 

Si r(cos 6 -(- i sen 6 ) = 6s/2 — 19 + (6\/2 + V3)¡, entonces r = v /(6V2^T9p^i-76V2~+V3) 2 = 14.7 
aproximadamente, y 6 = cos _1 (6-\/2 — 19)/r = cos _1 (— -717) = 135°49 / aproximadamente. 

Por tanto, el hombre se encuentra a 14.7 millas de su punto de partida en dirección 135°49 / — 90° = 
45°49' al oeste del norte. 

b) Gráficamente. Con una unidad de longitud adecuada, como PQ en la figura 1-29, que representa 2 millas, y 
un transportador para medir los ángulos, trace los vectores OA, AB y BC. Después, determine las unidades 
que mide OC y el ángulo que forma con el eje y positivo, y se obtienen los resultados aproximados de a). 


y 
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Teorema de De Moivre 


1.19. Suponga que Z\ — rf eos 6 ¡ + i sen 0j) y z 2 — r 2 (eos 0 2 + i sen d 2 ). Demuestre que: 

a) ZiZ 2 = Dr 2 {cos(0i + 0 2 ) + i sen(0 t + 0 2 )} y b) — = — {cos(0! - 0 2 ) + i sen(0j - 0 2 )}. 

zi n 

Solución 

a) ziZ 2 = {>r(cos 9 1 + i sen 0 1 )}{r 2 (cos d 2 + i sen d 2 )} 

= i'ir 2 {(eos 6 \ eos 0 2 — sen 0! sen 0 2 ) + ¿(sen 9\ eos 0 2 — eos 0j sen 0 2 )} 

= r 1 r 2 {cos (0! + 0 2 ) + i sen ( 0 1 + 0 2 )} 

zi ri(cos 0i + ¿sen 0¡) (eos 0 2 — i sen 0 2 ) 

b) — = - 

zi r 2 (cos 0 t + ¿sen 0 t) (eos 0? — ¿sen 0 2 ) 


(eos 0i eos 0 2 + sen 0i sen 0 2 ) + ¿(sen 0i eos 0 2 — eos 9¡ sen 0 2 ) 


eos 2 0 2 + sen 2 0 2 


= — {cos(0i - 0 2 ) + i sen(0, - 0 2 )} 
r 2 

En términos de la fórmula de Euler, e ,e = eos 0 + i sen 0, los resultados indican que si zi = r¡e 16 ' y z 2 = r 2 e‘ e2 , 
entonces z\Z 2 = rir 2 e'^ l + e ^ y z\/z 2 = r\e ,Bl /r 2 e lBl = (ri/r 2 )e' (01_02) . 

1.20. Demuestre el teorema de De Moivre: (eos 0 + i sen 0) n — eos n0 + i sen n0, donde n es un entero positivo. 

Solución 

Se usará el principio de inducción matemática. Suponga que esta igualdad es verdadera para un determinado 
entero positivo k, es decir, que (eos 0 + i sen 9) k = eos kd + i sen kd. Se multiplican ambos lados por eos 0 + 
i sen 0, y se obtiene 

(eos 0 + i sen 9) k+l = (eos kd + i sen kd)( eos 0 + i sen 0) = eos (k + 1)0 + i sen (k + 1)0 

de acuerdo con el problema 1.19. Por tanto, si esta igualdad es verdadera para n = k, también lo será para n = k+ 1. 
Pero como esta igualdad es claramente verdadera para n = 1, también debe serlo para «=l + l = 2y para n = 2 
+ 1 = 3, etc., y, por ende, debe ser verdadera para todo entero positivo. 

Esta igualdad es equivalente a declarar que ( e ,e ) n = e mB . 

1.21. Demuestre las identidades: a) eos 50 — 16 eos 5 0 — 20 eos 3 0 + 5 eos 0; 
b) (sen 50)/(sen 0) = 16 eos 4 0—12 eos 2 0 + 1, si 0 + 0, +7T, +277, .... 

Solución 

Se emplea \a fórmula binomial 

(a + bf = a" + ^ a n -'b + Q a n ~ 2 b 2 + • ■ • + ^ a n ~ r b r + ■ ■ • + b n 
donde a los coeficientes 


r J r\(n — r)! 


que se denotan también como C(n, r) o „C,., se les llama coeficientes binomiales. El número n!, o n factorial, se 
define como el producto n(n — !)■■• 3-2-lyse define 0! = 1. 
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De acuerdo con el problema 1.20, para n = 5, y la fórmula binomial, se tiene 
eos 50+/ sen 5 6 = (eos 6 + i sen 6) 5 

= eos 5 6 + ^ i ^ (eos 4 6 )(i sen 6 ) + ^ ^ ^ (eos 3 0)(/ sen 9 ) 2 

+ ^ ^ (eos 2 6 )(i sen O ) 3 + ^ ^ ^ (eos $)(* sen 0) 4 + (i sen 

= eos 5 0+5/ eos 4 6 sen 0—10 eos 3 0 sen 2 0 
— 10/ eos 2 0 sen 3 0+5 cos 0 sen 4 0 + / sen 5 0 
= eos 5 0 — lOcos 3 0sen 2 0 + 5cos 0sen 4 0 
+ ¡(5 eos 4 0 sen 0 — 10 eos 2 0 sen 3 0 + sen 5 0) 


Por tanto, 

a) cos50 = eos 5 0— lOcos 3 0sen 2 0+ 5cos 0sen 4 0 

= eos 5 0—10 eos 3 0(1 — eos 2 0) + 5 cos 0(1 — eos 2 0 ) 2 
= 16 eos 5 0— 20 eos 3 0+5 cos 0 
tí) sen 50 = 5 eos 4 0 sen 0 — lOcos 2 0sen 3 0 + sen 5 0 
o 

sen50 _ ^ cos 4 q _ |0 co §2 0 sen 2 0 _|_ S en 4 0 
sen 0 

= 5 eos 4 0 — lOcos 2 0(1 — eos 2 0) + (1 — eos 2 0 ) 2 
= lóeos 4 0 — 12 eos 2 0+1 

siempre que sen 0 + 0 , es decir, 0 + 0 , + tt, + 277,.... 


e ¡8 _|_ e ‘8 

1.22. Muestre que a) cos 6 = -—- 

Solución 


y 


b) sen 9 = 


je 



Se tiene 

a) Se suman (1) y (2), 

b ) Se resta (2) de (1), 


e' e = cos 0 + i sen 0 
e~'° = cos 0 — i sen 9 

giO _|_ g id 

e ,H + e~ ,e = 2 cos 0 o cos 0 =--- 

e ‘0 _ e -'8 

e ,e — e~ ,e = 2 i sen 0 o sen 0 =- 

2 / 


( 1 ) 

( 2 ) 
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1.23. Demuestre las identidades a) sen 3 0 = | sen 9 — \ sen 3 9 y b) cos 4 0 = g eos 4 9 + \ eos 29 + |. 

Solución 


a) sen 3 0 = 


2 . J {e ' 9 8¿ 3 ' fl) = - ¿ {( í íe ) 3 - 3 ( e ' e ) 2 ( e _ie ) + 3 ( e íe )( e “ í0 ) 2 - ( e - /0 ) 3 } 


i /+« _ «-'0' 

= --< e 3iB - 3e íe + 3e _íe - e~ 3ie ) = | -_- 

8 ; + ’ 4 \ 2i ) 4 

3 1 
= - sen 0 — sen 3 6 

4 4 


1 / e 3ie - e~ 3ie 


2 i 


b ) eos 4 8 = 


e ,e + e 
2 


-/ 0\ 4 (e ¡» + e - i «)4 

16 


1 


+ 2 


= 7 ví(e ) + 4(e"T(e ) + 6(e'T(e ) + 4(e ,tf )(e“'“) J + (e“'Tl 
16 

1 I / p 4i6 , —4ífl- 

= — ( e 4í0 + 4 e 2ie + 6 + 4e -2is + e~ Aie ) = ‘ 6 + 

16 

1 1 3 

= - eos 40 + -eos 20 + - 
8 2 8 


1 fe 2W + e~ 2ie 


1.24. Dado un número complejo (vector) z, interprete en forma geométrica ze la , donde a es real. 


Solución 

z = re w se representa gráficamente por el vector OA en la figura 
1-30. Entonces, 

—p Z* —— ) 

es el vector representado por OB. 

Por tanto, multiplicar un vector z por e la es lo mismo que 
rotar z un ángulo a en sentido contrario al de las manecillas 
del reloj; e ,a se considera un operador que actúa sobre z para 
efectuar esta rotación. 



1.25. Demuestre: e ,s = e'«t+ik-n-), £ — o, +1, +2,.... 


Solución 

e ¡(e+ 2 kTT) _ cos ^Q _|_ 2 Ictt) + i sen(0 + Ikir) = eos 0 + ¡ sen 0 = e ,e 

1.26. Evalúe las expresiones de los incisos siguientes. 

a) [3(cos 40° + i sen40°)][4(cos 80° + i sen 80°)] b) (2 C1S 15 \ y c) ( l + — 

(4 cis 45 o ) 3 \1 - \/3 i. 

Solución 

a ) [3(cos 40° + i sen 40°)] [4(cos 80° + i sen 80°)] = 3 • 4[cos(40° + 80°) + i sen(40° + 80°)] 

= 12(cos 120° + i sen 120°) 

= 12 (~ \ *) = —6 + 6v/3¡ 
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(2 cis 15 o ) 7 128 cis 105° 


b) 


c) 


= 2 cis(105° - 135°) 


(4 cis 45 o ) 3 64 cis 135° 

= 2[cos(—30°) + i sen(—30°)] = 2[cos 30° - i sen 30 o ] =73 - i 


/1 + 73.V 0 

2 cis(60°) 

Vi - 737 ‘ 

2 cis(—60°) 


= (cis 120°) lu = cis 1200° = cis 120° = -- + 


1 73 . 


Otro método 

( 77 !)' 0 =(^)'°“ (c "' >,,0= ‘ 20 " 7> 


1 \Í3 

= (? 67n e 2 '”''/ 3 = (1)[cos(2tt/3) + i sen(277/3)] = —- + — ¡ 

1 . 27 . Demuestre que á) arg(z 1 z 2 ) = arg z, + arg z 2 y b) arg(z,/z 2 ) = arg Z\ — arg z 2 , e indique las condiciones 
para que esto sea válido. 


Solución 

Sean zi = >'i(cos d\ + i sen 0{) y z 2 = r 2 (cos 0 2 + ¡ sen 0 2 ). Entonces, arg z\ = 0i y arg z 2 = 0 2 . 

a) Como ziz 2 = oréeos (di + d 2 ) + ’ sen(0! + 0 2 )}, arg(z!z 2 ) = 6^02 = arg zi + arg z 2 . 

b ) Como zi/z 2 = (r!/r 2 ){cos (0j - 0 2 ) + i sen(0! - 0 2 )}, arg(zi/z 2 ) = 0 l -0 2 = arg z, - arg z 2 . 

Como hay muchos valores posibles para 0¡ = arg z¡ y para 0 2 = arg z 2 , los dos lados de las igualdades ante¬ 
riores sólo serán iguales para algunos valores de arg zj y arg z 2 . Estas igualdades pueden no satisfacerse aunque 
se usen los valores principales. 


Raíces de números complejos 


1 . 28 . a) Encuentre todos los valores de z para los que z 5 


—32 y b ) localice estos valores en el plano complejo. 


Solución 

a) En forma polar, — 32 = {cos(ir + 2kir) + i sen(7r + 2kn)}, k = 0, +1, +2, .... 

Sea z = r(cos 9 + i sen 9). Entonces, de acuerdo con el teorema de De Moivre, 


z 5 = ^(cos 59 + i sen 50) = 32{cos(7r + 2kn) + i sen(Tr + 2kif)} 


y de esta manera r 5 = 32, 50 = ir + 2kir, de donde r = 2, 0 = (tt + 2kTr)/5. Por tanto, 


z = 2 


77 + 2 k , 7 T\ (ir + 2kir 

cos|---I + ¿senl- 


Si k = 0, z = z\ = 2(cos 77/5 + i sen tt/5). 

Si k = 1, z = z 2 = 2(cos 377/5 + i sen 377/5). 

Si k = 2, z = z 3 = 2(cos 577/5 + i sen 5tt/5) = —2. 

Si k = 3 , z = z 4 = 2(cos 777/5 + i sen 1tt/5). 

Si k = 4, z = z 5 = 2(cos 977/5 + i sen 9tt/5). 
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Problemas resueltos 


Con k = 5, 6, ... así como con los valores negativos 
— 1, —2,..., se obtienen repeticiones de los anteriores 
cinco valores de z. Por tanto, éstas son las únicas solu¬ 
ciones o raíces de la ecuación dada. Estas cinco raíces se 
llaman raíces quintas de —32 y se denotan en conjunto 
(—32) 1 / 5 . En general, a 1 /" representa las n-ésimas raíces 
de a, y hay n raíces n-ésimas. 

b) En la figura 1-31 se muestran los valores de z. Observe 
que se encuentran distribuidos en espacios iguales sobre 
la circunferencia de un círculo de radio 2, con centro en 
el origen. Otra manera de decir esto es que las raíces se 
representan con los vértices de un polígono regular. 

1.29. Encuentre las raíces que se indican y localícelas 
gráficamente. 



a) (~1 + /) 1/3 y b) (-273-2 i) 1/4 


Solución 

a ) (-1 + /) I/3 


— 1 + i = \/2{cos(3 tt/4 + 2&7t) + i sen(37r/4 + 2kTf)} 


(_l + 0 l/3 = 2 l/6 


37t/ 4 + 2fc7r\ (3tt/4 + 2kir 

eos |--- + i sen 


Si k = 0, z\ = 2*/ 6 (cos 7 t/4 + i sen tt/4). 

Si k = 1, Z 2 = 2*/ 6 (cos 1 1-7 t/ 12 + i sen 1 Itt/12). 

Si k = 2, z 3 = 2*/ 6 (cos 19-7 t/ 12 + i sen 19 tt/12). 

En la figura 1-32 se representan gráficamente estas raíces. 

y 

y 


X 


Figura 1-32 Figura 1-33 

b) (-273-2 /)‘/ 4 

— 2 a /3 — 2 i = 4{cos(7 77-/6 + 2kTr) +/sen(77r/6 + 2kir)} 




(-273 - 2/) 1/4 


41/4 


777/6 + 2kn\ / 77 i /6 + 2^77 

COSI- --I +/senl- — 


Si k = 0, zi = 72(cos 7 77/24 + i sen 777/24). 

Si k = 1, Z 2 = 72(cos 19t7/24 + i sen 1977/24). 

Si k = 2, Z 3 = \/2(cos 3177/24 + i sen 3177/24). 

Si k = 3, za = 72(cos 4377/24 + i sen 4377/24). 

En la figura 1-33 se representan gráficamente estas raíces. 
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CAPÍTULO 1 Números complejos 
1.30. Encuentre las raíces cuadradas de —15 — 8¿. 


Solución 


Método 1. 

donde eos 6 = 


— 15 — 8 i = 17{cos(0 + 2Ictt) + i sen(0 + 2k.Tr)} 

5/17, sen 9 = —8/17. Entonces, las raíces cuadradas ( 
v^Í7(cos 9/2 + i sen 9/2) 

VT7{cos(0/2 + tt) + isen(9/2 + t r)} = — v^Í7(cos 9/2 + i sen 9/2) 


Ahora, 


15 — 8/ son 

(1) 

\ sen 9/2) 

(2) 

±1/VT7 


+ 4/a/Í7 



Como 9 es un ángulo en el tercer cuadrante, 9/2 es un ángulo en el segundo cuadrante. Por tanto, 

cose/2 = -1/V17, sen 9/2 = 4/VT7, de manera que de acuerdo con (1) y (2) las raíces cuadradas buscadas 

son — 1 + 4/ y 1 — 4¿. Como verificación, observe que (—1 + 4 i ) 2 = (1 — Ai ) 2 = —15 — 8 i. 


Método 2. 

Sea p + iq , donde p y q son números reales, que representan las raíces cuadradas buscadas. Así, 

(p + iq ) 2 = p 2 — q 2 + 2pqi = — 15 — 8 i 
o 

p 2 -q 2 =-15 (3) 

pq = -4 (4) 

Se sustituye de (4) q = — A/p en (3), y se obtiene p 2 — 16 /p 2 = —15 o p A + 15 p 2 —16 = 0, es decir (p 2 + 16) 
(p 1 — 1) = 0 o p 2 = —16,p 2 = 1. Comop es real,/? = +1. Según (4), sip = 1, q = —A; sip = — 1, q = 4. Por 
tanto, las raíces son — 1 + 4¿ y 1 — Ai. 


Ecuaciones polinómicas 


1.31. Resuelva la ecuación cuadrática az 2 + bz + c = 0, a ¥= 0. 


Solución 

Se pasa c al lado derecho y se divide entre a 0, 


, b c 
z 2 + -z = -- 
a a 


Se suma a ambos lados (b/2a ) 2 [para completar cuadrados]. 


b (b \ 2 c 


a \ 2 al a \2 a 


z +-z+ — =-H — I • Entonces, z + — = 


b \ 2 b 2 — Aac 


2 a 


Aa 2 


Se obtiene la raíz cuadrada en ambos lados, 

b + ~Jb 2 — Aac 


Z + 2a~ 


2 a 


. Por tanto, z = 


—b + Vb 2 — 4ac 
2 a 
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Problemas resueltos 


1.32. Resuelva la ecuación z 2 + (2 i 


3)j + 5 -i = 0. 


Solución 

De acuerdo con el problema 1.31, a = 1, b = 2i — 3 y c = 5 — i, por lo que las soluciones son: 


z = - 


-b + \Jb L — 4ac 
2 a 








2 ( 1 ) 

3-2/±(1-4/) „ q ■ 

=-= 2 — 3 1 o 


1 + i 


pues las raíces cuadradas de —15 —8 i son ±(1 — 40 [vea el problema 1.30]. Resulta que estas raíces satisfacen 
la ecuación dada. 


1.33. Suponga que el número racional p/q (donde p y q no tienen factores comunes excepto + 1, es decir, p/q es 
irreducible) satisface la ecuación polinómica a 0 7 + a , z n 1 + ■ • • + a n — 0, donde a 0 , ai,..., a n son enteros. 
Muestre que p y q deben ser factores de a n y üq, respectivamente. 


Solución 


Se sustituye en la ecuación dada z = p/q y se multiplica por q n , con lo que se obtiene 

a 0 p" + a\p"~ l q H-b a n -\p(f~ l + a„q" = 0 


( 1 ) 


Se divide entre p y se pasa el último término al lado derecho, 

aop" 1 + aip" ~q + • ■ • + a n ~iq" 1 


a„q 


n 


p 


(2) 


Como el lado izquierdo de (2) es un entero, el lado derecho también lo es. Pero como p no tiene factores comunes 
con q, no puede dividir a q n y por tanto, debe dividir a a n . 

De manera similar, al dividir (1) entre q y pasar al lado derecho el primer término, se encuentra que q debe 
dividir a a 0 . 


1.34. Resuelva 6 z 4 — 25z 3 + 32z 2 + 3z — 10 = 0. 


Solución 

Los factores enteros de 6 y de —10 son, respectivamente, ±1, ±2, +3, ±6 y +1, ±2, +5, ±10. Por tanto, de 
acuerdo con el problema 1.33, las soluciones racionales posibles son ±1, ±1/2, ±1/3, ±1/6, ±2, ±2/3, ±5, 
±5/2, ±5/3, ±5/6, ±10, ±10/3- 

Al probar, se encuentra que z= —1/2 y z = 2/3 son soluciones y, de esta manera, el polinomio 
( 2 z + l)(3z — 2) = 6z 2 — z — 2 es un factor de 6z 4 — 25z 3 + 32z 2 + 3z — 10 
el otro factor es zr — 4z + 5, que se encuentra por división larga. Por tanto, 

6z 4 - 25z 3 + 32z 2 + 3z - 10 = (6z 2 - z - 2)(z 2 - 4z + 5) = 0 
Las soluciones de z 2 — 4z + 5 = 0 son [vea el problema 1.31] 

4 ± 716-20 4 ± 7=4 4 ± 2 i 


Así, las soluciones son —1/2, 2/3, 2 + i, 2 — i. 


1.35. Demuestre que la suma y el producto de todas las raíces de aqz n + a \ z" ' + ■■•+ a n — 0, donde c/ (l + 0, son 
—üi/üq y (—l)"a„/ao, respectivamente. 

Solución 

Si zi, z 2 ,..., z n son las n raíces, esta ecuación se escribe en forma factorizada como 

a 0 (z - zi)(z - z 2 ) ■ ■ ■ (z - z„) = 0 
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CAPÍTUL01 Números complejos 

La multiplicación directa revela que 

<2o{z" — (Zl + Zi + ■ ■ ■ + Zn)¿' 1 + ■ • ■ + (—l) n ZlZ2 • • ■ z,,} = 0 
Se deduce que —a 0 (zi + z 2 + • • • + z„) = a l y a 0 (— 1)" z¡z 2 ■ • • z n = a„, por lo que 

Zl + Z 2 H-1 -z„ = —ai/ao, Z 1 Z 2 ■■■Zn = (~l) n a„/a 0 

como se requería. 

1.36. Suponga que p + qi es una raíz de aoz" + a\Z n ~ l + ■ ■ ■ + a n — 0, donde a 0 ¥= 0, a¡,..., a n , p y q son reales. 
Demuestre que p — qi también es una raíz. 

Solución 

Sea p + qi = re ,e en forma polar. Como esto satisface la ecuación, 

a 0 r"e m6 + a l r n ~ 1 e' (n ~ 1)e H-+ a„_ire' e + a„ = 0. 

Se toma el conjugado de ambos lados 

aor"e~ il,e + a ^'- 1 e - i(n ~ m + ■ • ■ + a n .ire~ is + a„ = 0 

y se observa que re~‘ e = p - qi es también una raíz. Este resultado no es válido si no todos los a c , ... , a„ son 
reales (vea el problema 1.32). 

Este teorema suele expresarse como sigue: los ceros de un polinomio con coeficientes reales se presentan en 
pares conjugados. 

Raíces n-ésimas de la unidad 


1.37. Encuentre todas las raíces quintas de la unidad. 

Solución 


z 5 = 1 = eos 2 kir+ i sen 2 kir = e 2km 

donde k = 0, +1, +2, ... Entonces, 


z = 


2 kir 2 kTT 

eos —-—|- i sen—= e 


2km/5 


donde basta usar k = 0, 1,2, 3, 4, pues los demás valores de k conducen a repeticiones. 

Así, las raíces son 1, e 2m / 5 , e 4 ™/ 5 , e 6m / 5 y e 8m / 5 , las cuales al llamar g 2m /5 = S e denotan con 1, «, cu 2 , cu 3 
y w 4 . 


1.38. Suponga que n = 2, 3, 4,... Demuestre que 


277 477 677 2 (n — 1)77 

a) eos-f eos-b eos-b ■ ■ ■ + eos —-= — 1 

n n n n 


277 477 677 2 (n — 1)77 

b) sen-bsen-bsen- b---+sen— -= 0 

n n n n 

Solución 

Considere la ecuación z" — 1 = 0, cuyas soluciones son las raíces n-ésimas de la unidad. 


j ^2iri/n gAiri/n ^6 iri/n ^2(n—\)m/n 
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Problemas resueltos 


De acuerdo con el problema 1.35, la suma de estas raíces es cero. Entonces, 

1 _|_ g 2 m/n i g 4 m/n , g (>m¡n , . , g 2(n-\)m/n _ q 

es decir, 


2 t t 47 t 2 (n — \)ir 

1 + eos-1- eos-(-••• + eos- 

n n n 


+ i 


2n t 47 t 2{n — 1)77 

sen-|-sen-1- • • • +sen- 

n n n 


= 0 


de donde se derivan los resultados buscados. 


Producto punto y producto cruz 

1.39. Suponga que zi = 3 — 4; y z 2 = -4 + 3;'. Encuentre: a) ■ Z 2 y b) \z\ X z 2 |- 

Solución 

a) zi-z 2 = Re{ziz 2 } = Re{(3 + 4i)(—4 + 3/)} = Re{-24 - 7/} = -24 
Otro método, zy Zi = (3)(—4) + (—4)(3) = —24 

b) ki x z 2 ¡ = |Im{z lZ2 }| = |Im{(3 + 4¿)(-4 + 3/)j| = |Im{-24 - 7¿}| = |-7| = 7 
Otro método.\z\ x z 2 | = |(3)(3) - (— 4)(—4)| = |—7| = 7 

1.40. Encuentre el ángulo agudo que forman los vectores del problema 1.39. 


Solución 

De acuerdo con el problema 1.39 a), se tiene 

Zl -Z2 


eos 0 = 


-24 


Izillzzl ]3 -4/M-4 + 3/I 


-24 

~25 


= -.96 


Por lo que el ángulo agudo es eos 1 0.96 = 16° 16', aproximadamente. 

1.41. Demuestre que el área de un paralelogramo cuyos lados son ’i y z 2 es |zi x z 2 |. 


Solución 


Área del paralelogramo [figura 1-34] = (base)(altura) 
= (Iz 2 |)(|zi|sen0) = |zí I|z 2 1 sen 6 = \zi xz 2 | 
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CAPÍTULO 1 Números complejos 


1.42. Encuentre el área de un triángulo cuyos vértices están en A(x¡, y A, B(x 2 , >' 2 ) y C(x 3 , y 3 )- 


Solución 

Los vectores de C a A y B [figura 1-35] están dados, respectivamente, por 

zi = (-*i - *3) + ¿(yt - y 3 ) y z 2 = (x 2 - x 3 ) + i(y 2 - y 3 ) 

Como el área de un triángulo en el que z\ y z 2 son dos de sus lados es la mitad del área del paralelogramo corres¬ 
pondiente se tiene, de acuerdo con el problema 1.41: 


Área del triángulo = \ \zi x z 2 \ = \ |Im{[(zi - x 3 ) - ¡(y, - y 3 )][(x 2 - x 3 ) + i(y 2 - y 3 )]]| 
= \ |(xi - x 3 )(y 2 - y 3 ) - (yi - y 3 )(x 2 - x 3 )\ 

= \ \x\yi - yi *2 + x 2 y 3 - y 2 x 3 + x 3 y¡ - y 3 xi | 



Xi 

y 1 

1 

k\ 

X 2 

yz 

1 


X 3 

J3 

1 


expresada como determinante. 


Coordenadas conjugadas complejas 


1.43. Exprese cada ecuación en coordenadas conjugadas: a) 2x + y — 5 y b) x 2 + y 2 = 36. 

Solución 

a) Como z = x + iy,z = x — iy, x = (z + ~z)/2 y y = (z — z)/2i. Entonces, 2x + y = 5 se transforma en 

= 5 o (2/ + l)z + (2i — l)z = 10/ 

Esta ecuación representa una línea recta en el plano z. 

b) Método 1. La ecuación es (x + iy)(x — iy) = 36 o zz = 36. 

Método 2. En x 2 + y 2 = 36 se sustituye x = (z + z)/2,y = (z — z)/2i, y se obtiene zz = 36. 

La ecuación representa un círculo en el plano z de radio 6, con centro en el origen. 



1.44. Demuestre que, en el plano z, la ecuación de un círculo o de una recta se expresa como 

oízz + ¡3z + ¡3z + y = 0 , donde a y y son constantes reales mientras que /3 puede ser una constante 
compleja. 


Solución 

La ecuación general de un círculo en el plano xy se expresa como 

A(x 2 + y 2 ) + Bx + Cy + D = 0 
lo que en coordenadas conjugadas se convierte en 


Azz + B 


z + z 
2 


+ C 


z — z 

27 


+ D = 0 o Azz + 


B C 
2 + 2i 


z + 


Con A = a, (B/2) + (C/2i) = ¡3 y D = y, se obtiene el resultado buscado. 
En el caso especial en el que A = a = 0, el círculo degenera en una recta. 


B C 


2 i 


, z + D = 0 
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Problemas resueltos 


Conjuntos de puntos 

1.45. Se da el conjunto de puntos S:{i, \ i, ' i, \i, ...}, o brevemente {i/n}. a) ¿Es S acotado? b) ¿Cuáles son 
sus puntos límites, si los hay? c) ¿Es S cerrado? d) ¿Cuáles son sus puntos interiores y sus puntos frontera? 
e) ¿Es S abierto? f) ¿Es S conexo? g) ¿Es S una región abierta o dominio? h) ¿Cuál es la cerradura de 5? 

i) ¿Cuál es el complemento de S‘! j ) ¿Es S numerable? k) ¿Es S compacto? I) ¿Es compacta la cerradura de 
SI 

Solución 

a) S es acotado, pues para todo punto z de 5, \z\ < 2 (por ejemplo), es decir, todos los puntos de S se encuentran 
dentro de un círculo de radio 2 y centro en el origen. 

b) Como toda vecindad agujerada de z = 0 contiene puntos de S, un punto límite es z = 0. Es el único punto 
límite. 

Observe que, como S está acotado y es infinito, el teorema de Bolzano-Weierstrass prevé por lo menos 
un punto límite. 

c) S no es cerrado, pues el punto límite z = 0 no pertenece a S. 

d ) Toda vecindad 5 de un punto i/n (es decir, todo círculo de radio 5 y centro en un punto i/n) contiene puntos 
que pertenecen a S y puntos que no pertenecen a S. Por tanto, todo punto de S, incluso el punto z = 0, es un 
punto frontera. S no tiene puntos interiores. 

e ) S no tiene ningún punto interior. Por tanto, no puede ser abierto. S ni es abierto ni es cerrado. 

/) Si dos puntos cualesquiera de S se unen mediante una trayectoria poligonal, en esta trayectoria habrá puntos 
que no pertenezcan a S. Por tanto, S no es conexo. 

g) Como S no es un conjunto conexo abierto, no es una región o un dominio. 

h) La cerradura de S consta del conjunto S junto con el punto cero, es decir, de {0, i, \ i, \i,.. .}. 

i) El complemento de S es el conjunto de todos los puntos que no pertenecen a S, es decir, todos los puntos 
z ¥= i, i/2, i/3 ,.... 

j) Entre los elementos de S y los números naturales, 1, 2, 3, ... existe una correspondencia uno a uno, como se 
muestra a continuación: 

i I i I¿ i i 

i 2 3 4 

$ t t t 

1 2 3 4 ... 

Por tanto, S es contable. 

k) S está acotado pero no es cerrado. Por tanto, no es compacto. 

Z) La cerradura de S está acotada y cerrada, y por tanto es compacta. 

1.46. Dados los conjuntos de puntos A = {3, —i, 4, 2 + i, 5}, B = {—i, 0, — 1, 2 + i] y C = {—a/2 i, j, 3}, 
encuentre a) A U B, b) A (T B, c) A (T C, d) A D (B U C), e) (A n B) U (A D C ) y f) A n (B (T C). 

Solución 

a) A U B consta de los puntos que pertenecen ya sea a A o a B o a ambos, y está dado por {3, — i, 4, 2 + i, 5, 0, 
-!}• 

b) A fl B consta de los puntos que pertenecen tanto a A como a B, y está dado por {—i, 2 + i}. 

c ) A ÍT C = {3}, que tiene un único miembro, 3. 

d) BUC= {-i , 0, -1, 2 + i, - a/2 i, i, 3}. 

Entonces, A fl (B U C) = [3, —i,2 + i], que consta de los puntos que pertenecen tanto a A como aBUC. 

e) A fl B = {— i, 2 + ¿}, A fl C = {3}, de acuerdo con los incisos b) y c). Por tanto, (A fl B) U (A (T C) = { —i, 
2 + i, 3}. 

A partir de este inciso y del resultado de d) se observa que A fl (B U C) = (A fl B) U (A fl C), lo que 
ilustra que A, B y C satisfacen la ley distributiva. Es demostrable que los conjuntos manifiestan muchas de 
las propiedades válidas en el álgebra de números. Esto reviste gran importancia en la teoría y la aplicación. 
/) B n C = 0, el conjunto vacío, pues no hay puntos comunes aByaC. Por tanto, también A fl (B fl C) = 0. 
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CAPÍTULO 1 Números complejos 



Problemas diversos 


1.47. A un número se le llama número algebraico si es solución de una ecuación polinómica 

c¡oz" + + ■ ■ ■ + a„-iZ + a„ = 0, donde a 0 , ai,..., a n son enteros. 

Demuestre que a) V3 + \Í 2 y b) Z[\ — 2i son números algebraicos. 

Solución 

a) Seaz = s/3 + \[2 o z — \Í2 = ^3. Se eleva al cuadrado y se obtiene z 2 — 2\[2z + 2 = 3 o z 2 — 1 = 2\[2z. 
Se eleva de nuevo al cuadrado y se obtiene z 4 — 2 z 2 + 1 = 8z 2 o z 4 — 10z 2 +1 = 0, ecuación polinómica con 
coeficientes enteros, una de cuyas raíces es V3 + \Í2. Por tanto, + y¡2 es un número algebraico. 

b ) Sea z = — 2i o z + 2 i = . Se eleva al cubo y se obtiene z 3 + 3z 2 (2¡) + 3z(2¿) 2 + (2¿) 3 = 4 o 

z 3 — 12z — 4 = /(8 - 6z 2 ). Se eleva al cuadrado y se obtiene z 6 + 12z 4 — 8z 3 + 48z 2 + 96z + 80 = 0, ecua¬ 
ción polinómica con coeficientes enteros, una de cuyas raíces es -v/4 — 2 i. Por tanto, \/4 — 2 i es un número 
algebraico. 


Los números que no son algebraicos, es decir, que no satisfacen ninguna ecuación polinómica con coeficientes 
enteros, son números trascendentes. Se ha demostrado que los números tt y e son trascendentes. Sin embargo, 
aún no se sabe si números como err o e + tt, por ejemplo, son o no trascendentes. 


1.48. Represente en forma gráfica el conjunto 
z — 3 


para los que a) 


z + 3 


= 2 y b) 


z + 3 


< 2 . 


Solución 


a) La ecuación dada es equivalente a |z — 3| = 2|z + 3| o, 
si z = x + iy, \x + iy — 3| = 2¡x + iy + 3|, es decir, 


■\] (x — 3) 2 + y 2 = 2yJ (x + 3) 2 + y 2 
Se eleva al cuadrado y se simplifica para obtener 
x 2 + v 2 + lCk + 9 = 0 


O 

(x + 5) 2 + y 2 = 16 



es decir, |z + 5| = 4, un círculo de radio 4 y centro en (—5, 0) como se muestra en la figura 1-36. 

Geométricamente, todo punto P de este círculo es tal que la distancia de P al punto 5(3, 0) es el doble de 
la distancia de P al punto A(—3, 0). 


Otro método 


z — 3 
z + 3 


2 es equivalente a 




= 4 


o 


zz + 5z + 5z + 9 = 0 


es decir, (z + 5)(z + 5) = 16 o |z + 5| = 4. 

b) La igualdad dada es equivalente a |z — 3| < 2|z + 31 o y/(x — 3) 2 + y 2 < 2y /(x + 3) 2 + y 2 . Se eleva al 
cuadrado y se simplifica, con lo que se convierte en x 2 + y 2 + l(k + 9 > 0 o (x + 5) 2 + y 2 > 16, es decir, 
|z + 51 > 4. 

Por tanto, el conjunto buscado consta de todos los puntos en el exterior del círculo de la figura 1-36. 
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Problemas resueltos 


1.49. Dados los conjuntos A y B representados por |z — 1| < 2 y |z — 2 í| < 1.5, respectivamente, represente 
geométricamente a) A U B y b) A n B. 

Solución 

Los conjuntos de puntos que se buscan aparecen sombreados en las figuras 1-37 y 1-38, respectivamente. 




Solución 

Método 7. Esta ecuación se puede escribir como z 4 — z 2 +16 = 0, es decir, z 4 + 8z 2 + 16 — 9 z 2 = 0, (z 2 + 4) — 9z 2 = 0 
o bien, (z 2 + 4 + 3z)(z 2 + 4 — 3z) = 0. Por tanto, las soluciones buscadas son las soluciones de z 2 + 3z + 4 = 0 y 
z 2 - 3z + 4 = 0, o 

3 , V7. 3 V7. 

2 ~ 2 2 ~ 2 

Método 2. Si w = z 2 , esta ecuación se puede escribir como w 2 — w + 16 = 0yw = 3 + \ ~Jli. Para obtener las 
soluciones de z 2 = \ + \s/li se emplean los métodos del problema 1.30. 

1.51. Sean z\, o y ^3 l° s vértices de un triángulo equilátero. Demuestre que 

+ zj + zl = ZlZ2 + Z2Z3 + Z3Z1 


Solución 

A partir de la figura 1-39 se observa que 

Z2~Zí = e™/ 3 fe - zi) 
zi - z 3 = e m '/ 3 (z 2 - z 3 ) 
Entonces, al dividir, 

Z 2 — Zl Z 3 — Zl 


o bien. 


zi — Z 3 Z 2 — Z3 


Zl + Z 2 + z 3 = Z1Z2 + Z2Z3 + Z3Z1 



Figura 1-39 
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CAPÍTULO 1 Números complejos 


1.52. Demuestre que para m 


- 2, 3, ... 


77 277 377 (m — 1)77 ff? 

sen— sen— sen-- sen-=- r 

m m m m 


Solución 

Las raíces de z m = 1 son 7=1, e 2m / m ; e 4m ! m ,..., l)7r ‘/ m . Por tanto, se escribe 

f - 1 = (z - l)( z - e 2m/m )(z - e 47ri/ '") • • • (z - e 2( ' n - 1)m '/ m ) 

Se dividen ambos lados entre 7 — 1 y después se establece z = 1 [observando que (z m — l)/(z— 1 ) = 1 + 7 + 7 2 
+ ■ • ■ + z m_I ], y se encuentra que 


m = (1 - e 2m/m )(l - e 4m/m ) •••(!- e 2(m - 1)m '/ m ) 

Se sustituye por el complejo conjugado en ambos lados de (1) y se obtiene 
m = (1 - e - 2m >)(l _ e - 4m >) 

Se multiplica (1) por (2) con (1 — e 2km / m ) (i — e - 2 km/m ) _ 2 _2 cos(2£7r/m), y se tiene 


277' 


477' 


m 2 = 2 m 1 1 1 — eos — 11 1 — eos — | ... I 1 _ eos 


2 (m — 1)77 


Como 1 — cos(2kTr/m) = 2 sen 2 (kTr/m), (3) se convierte en 


m 2 = 2 2m_2 sen 2 - sen 2 — ■ ■ • sen 2 

m m m 


Después se saca la raíz cuadrada positiva en ambos lados y se obtiene el resultado deseado. 


(1) 

(2) 

(3) 

(4) 


PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


Operaciones fundamentales con números complejos 

1.53. Realice las operaciones indicadas: 

a) (4 - 30 + (2¿ - 8) d) (¿ - 2){2(1 + i) - 3(¡ - 1)} 


g) 


(2 + i)(3 - 20(1 + 20 


ti) 3(—1 + 40 - 2(7 - 0 e) 


2-3 i 
4-i 


(1 - 0 

h) (2i — 1 ) 2 


c) (3 + 20(2 - 0 


/) (4 + 0(3 + 20(1-0 


i) 


4 2-i 

1 — i 1 + i 

i 4 + i 9 + i 16 


2 - 0 + i 10 - i 15 

1.54. Suponga que z.\ = I — 1 , z 2 = — 2 + 4/ y 73 = >/3 — 2¡. Evalúe los incisos siguientes: 

a) z¡ +2zi — 3 d) |7i72 + 727i| 

71+72 + 1 


b) 1272 - 3ZÚ 2 

c) (73 - 73 ) 5 


e) 

f) 


7 i - 72 + i 


[0+5) 

2 \73 73/ 


g ) (72 + 7 3 )( 7 i - 73) 

h) |zt+ 5ÍI 2 + I5f-zll 2 
0 Re{2z 2 + 3z 2 - 5z 2 } 
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Problemas complementarios 

1.55. Demuestre que a) (z,z 2 ) = ziz 2 y b) (ZH 2 Z 3 ) = ziz 2 z 3 . Generalice estos resultados. 

1.56. Pruebe que a) (zi/zi) = z\/zi y b ) |zi/z 2 | = |zil/|z 2 | si z 2 ^ 0. 

1.57. Encuentre números reales x y y tales que 2x — 3 iy + 4 ix — 2y — 5 — 10/ = (x. + y + 2) — (y — x + 3)/. 

1.58. Demuestre que a) Re{z¡ — (z + z)/2 y b) Im{z} — (z — z)/2i. 

1.59. Suponga que el producto de dos números complejos es cero. Demuestre que por lo menos uno de los dos 
números debe ser cero. 

1.60. Sea w — 3z'z — z 2 y z — x + iy. Encuentre |w| 2 en términos de x y y. 

Representación gráfica de números complejos. Vectores 


1.61. 


1.62. 


1.63. 

1.64. 

1.65. 

1 . 66 . 

1.67. 

1 . 68 . 

1.69. 

1.70. 

1.71. 

1.72. 


Realice las operaciones indicadas tanto analítica como gráficamente. 

a) (2 + 3¿) + (4 - 5/) d) 3(1 + i) + 2(4 - 3¿) - (2 + 5i) 

b) (7 + 0 -(4 -20 e) l(4-3i) + |(5 + 20 

c) 3(1 + 2/) - 2(2 - 30 

Sean z¡, z 2 y Z 3 l° s vectores de la figura 1-40. Indique gráficamente. 

a) 2 z\ + Z 3 

b) (zi + z 2 ) + Z 3 

c) Zi + (z 2 + Z 3 ) 

d) 3 z\ - 2z 2 + 5z 3 



e) 3Z2 — |zi + |z3 

Sean z\ — 4 — 3/ y z 2 = — 1 + 2 i. Obtenga gráfica y analíticamente. 
a) |zi + z 2 |, b) |zi — z 2 |, c)z!-z 2 y ¿/) |2z x — 3z 2 — 2|. 

Los vectores posición de los puntos A, B y C del triángulo ABC están dados por z\ — 1 + 2 i, z 2 = 4 — 2 i, 
y z 3 = 1 — 6 / respectivamente. Demuestre que ABC es un triángulo isósceles y encuentre la longitud de sus 
lados. 

Sean zi, z 2 , Z 3 y Z 4 los vectores posición de los vértices del cuadrilátero ABCD. Demuestre que ABCD es un 
paralelogramo si y sólo si Z\ - z 2 — z 3 + Z 4 = 0. 

Suponga que las diagonales de un cuadrilátero se bisecan. Demuestre que el cuadrilátero es un paralelogramo. 
Demuestre que las medianas de un triángulo se encuentran en un punto. 

Sea ABCD un cuadrilátero y sean E, F, G y H los puntos medios de sus lados. Demuestre que EFGH es un 
paralelogramo. 

En un paralelogramo ABCD, el punto E biseca el lado AD. Demuestre que el punto en que BE corta AC 
triseca AC. 


Los vectores posición de los puntos Ay B son 2 + / y 3 - 2 i, respectivamente, a) Encuentre una ecuación 
de la recta AB. b) Halle la ecuación de la recta perpendicular a AB en su punto medio. 

Describa y represente gráficamente el lugar geométrico representado en los incisos siguientes a) \z — zj = 2, 
b) \z + 2/j + |z — 2/j = 6, c) |z — 3| — |z + 3| = 4, d)z(z + 2) = 3 y e) Im{z 2 } = 4.. 

Encuentre en la ecuación de a) un círculo de radio 2 con centro en (—3, 4) y b) una elipse con focos en (0, 
2) y (0, —2) y un eje mayor de longitud 10. 
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CAPÍTUL01 Números complejos 

1.73. Describa gráficamente la región representada en los incisos siguientes: 

a)\<\z+i\<2, b) Re{z 2 } > 1, c)|z+3¡|>4 y d) \z + 2 - 3¿| + |z - 2 + 3*1 < 10. 

1.74. Muestre que la elipse |z + 3| + |z — 3| — 10 se expresa en forma rectangular como x 2 /25 + y 2 / 16=1 [vea 
el problema 1.13¿>)]. 


Fundamentos axiomáticos de los números complejos 

1.75. Con la definición de número complejo como par ordenado de números reales, demuestre que si el producto 
de dos números complejos es cero, al menos uno de estos números debe ser cero. 

1.76. Demuestre la ley conmutativa respecto de a) la suma y b ) la multiplicación. 

1.77. Demuestre la ley asociativa respecto de a) la suma y b) la multiplicación. 

1.78. á) Encuentre números reales x y y tales que (c, d) • (x, y) = (a , b), donde (c, d ) (0, 0). 

b) ¿Qué relación tiene (x, y) con el resultado de la división de números complejos dado en la página 2? 

1.79. Demuestre que 

(eos 6 \, sen (^(cos 0 2 , sen 0 2 )- ■ -(eos 0„, sen 9„) 

— (cos[0i + 0 2 + • • • + 0„], sen[0[ -T 0 2 + • • • + 0,,]) 

1.80. a) ¿Cómo define (a, 7?) 1 ", donde n es un entero positivo? 
b ) Determine (a, b j 1 / 2 en términos de a y b. 

Forma polar de números complejos 

1.81. Exprese en forma polar cada número complejo de los incisos siguientes: 

a) 2 - 2 i, b )-1 + V3¿, c) 2^2 + 2 -Jíi, d) -i, e) -4,/) -2^3 - 2 i y g ) y/2i, h ) V3/2 - 3¡/2. 

1.82. Muestre que 2 + i = s/5e n ' án ' (1 ^ 2) . 

1.83. Exprese en forma polar: á) —3 —4/ y b) l — 2i. 

1.84. Represente en forma gráfica lo que se indica en los incisos siguientes y expréselo en forma rectangular: 
a) 6(cos 135° + i sen 135°), b ) 12 cis 90°, c) 4 cis 315°, d ) 2e 5m '/4, e) 5e 7m '/ 6 y /) 3e- 2m '/ 3 . 


1 . 85 . Un avión recorre 150 millas hacia el sureste, 100 millas hacia el oeste, 225 millas en una dirección de 30° 
hacia el norte del este, y 200 millas hacia el noreste. Determine a) analíticamente y b) gráficamente a qué 
distancia y en qué dirección está de su punto de partida. 


1 . 86 . Tres fuerzas actúan en un plano sobre un objeto colocado en 
O, como se muestra en la figura 1-41. Determine a) de manera 
gráfica y b ) de manera analítica qué fuerza se requiere para 
evitar que el objeto se mueva. [A esta fuerza se le suele llamar 
equilibrante .] 

1 . 87 . Demuestre que en el círculo z — Re' e , \e ,z \ = e R scn ®. 

1 . 88 . a) Demuestre que r x e ,e ' + r 2 e lBl — r 2 e l0 \ donde 


y 


r 3 = yjrj + r\ + 2r,r 2 cos(d, - 0 2 ) 
_j / r\ sendi + r 2 sen 0 2 


03 = tan 


r i eos 0 1 + r 2 eos 0 2 


y 



b) Generalice el resultado de a). 
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Problemas complementarios 


Teorema de De Moivre 

1.89. Evalúe las expresiones de los incisos siguientes: á) (5 cis 20°)(3 cis 40°) b) (2 cis 50 o ) 6 

(Seis 40 o ) 3 (3e™' 6 )(2e- 5 ™' 4 )(6e 5 ™' 3 ) A/3 - ¿ \Vl + i\ 5 

C (2 cis 60 o ) 4 (4e 2m '/ 3 ) 2 e \V3 + i) V~i) 

1.90. Demuestre que a) sen 30 = 3 sen 6—4 sen 3 6 y b) eos 30 = 4 eos 3 6 — 3 eos 6 . 

1.91. Compruebe que las soluciones de z 4 — 3 z 2 +1=0 están dadas por 
z— 2 eos 36°, 2 eos 72°, 2 eos 216° y 2 eos 252°. 

1.92. Muestre que a) eos 36° = (\/5 + l)/4, b) eos 72° — (V5 — l)/4. [Sugerencia'. Use el problema 1.91.] 

1.93. Demuestre que a) sen 40/sen 0 = 8 eos 3 0—4 eos 0 = 2 eos 30 + 2 eos 0 
b) eos 40 = 8 sen 4 0 — 8 sen 2 0+1 

1.94. Demuestre el teorema de De Moivre a) para enteros negativos y b) números racionales. 

Raíces de números complejos 

1.95. Encuentre las raíces que se indican en los incisos siguientes y localícelas gráficamente. 
a) (2V3 - 2¿) 1/2 , b) (-4 + 4¿) 1/5 , c) (2 + 2V3¿) 1/3 , d) (-16¿) 1/4 , é) (64) 1 / 6 y /) (i) 2 '\ 

1.96. Encuentre las raíces que se indican y localícelas en el plano complejo, a) Raíces cúbicas de 8, b) raíces 
cuadradas de 4\/2 + 4 a/ 2 ¡, c) raíces quintas de —16 + 16\/3¿ y d) raíces sextas de —27;. 

1.97. Resuelva las ecuaciones a) z 4 + 81 = 0 y b) z 6 + 1 = -J3i. 

1.98. Encuentre las raíces cuadradas de a) 5 — 12/ y b) 8 + 4+5/'. 

1.99. Encuentre las raíces cúbicas de — 11 — 2 i. 

Ecuaciones polinómicas 

1.100. Resuelva las ecuaciones siguientes. Encuentre todas las raíces: 

a) 5z 2 + 2z + 10 = 0 y b) z 2 + (¿ - 2)z +(3-0 = 0 

1.101. Resuelva z 5 — 2z 4 — z 3 + 6 z — 4 = 0. 

1.102. a) Encuentre todas las raíces de z 4 + z 2 + 1 = 0 y b) localícelas en el plano complejo. 

1.103. Demuestre que la suma de las raíces de a Q z" + a , z" " 1 + U 2 ¿ n 2 + • • • + a n — 0, donde a 0 ^ 0, tomadas de 
r a la vez, es (— 1 ) r a r ¡ üq, donde 0 < r < n. 

1.104. Encuentre dos números cuya suma sea 4 y cuyo producto sea 8. 

Raíces n-ésimas de la unidad 

1.105. Encuentre todas las raíces a) cuartas y b ) séptimas de la unidad, y muéstrelas en forma gráfica. 

1.106. a) Compruebe que 1 + eos 72° + eos 144° + eos 216° + eos 288° = 0. 

b) Dé una interpretación gráfica del resultado obtenido en el inciso a). 

1.107. Demuestre que eos 36° + eos 72° + eos 108° + eos 144° = 0 e interprételo de manera gráfica. 
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CAPÍTUL01 Números complejos 

1 . 108 . Compruebe que la suma de los productos de todas las raíces n-ésimas de la unidad tomadas 2, 3, 4... , 
(n — 1) a la vez, es cero. 

1 . 109 . Encuentre todas las raíces de (1 + z) 5 = (1 — z) 5 . 

Producto punto y producto cruz 

1 . 110 . Dados z\ = 2 + 5i y Z 2 — 3 — i, encuentre 

a)zi-z 2 , b) |zi x z 2 \, c)z 2 -z\, d)\z 2 xzi\, e) \zi ■ z 2 \ y f)\z 2 -z\\. 

1.111. Demuestre que Z\ ■ z 2 = z 2 - Z\. 

1 . 112 . Suponga que zi — r^e' 6 ' y z 2 — r 2 e‘ e -. Compruebe que 

a)Zi ■ Z 2 — r x r 2 cos{e 2 - #i) y b) \zi x z 2 \ — r x r 2 sen(0 2 - 0i). 

1 . 113 . Demuestre que z\ ■ (z 2 + Z 3 ) — Z\- Z 2 + Z\- Z 3 . 

1 . 114 . Encuentre el área de un triángulo cuyos vértices se encuentren en —4 — i, 1 + 2¿ y 4 — 3 i. 

1 . 115 . Encuentre el área de un cuadrilátero cuyos vértices estén en (2, —1), (4, 3), (—1, 2) y (—3, —2). 

Coordenadas conjugadas 

1 . 116 . Describa cada uno de los siguientes lugares geométricos en términos de coordenadas conjugadas z, z. 
a) zz — 16, b) zz — 2z — 2z + 8 — 0, c) z + z = 4 y d)z = z + 6 i. 

1 . 117 . Exprese las ecuaciones siguientes en términos de coordenadas conjugadas. 
a) (x — 3) 2 + y 2 — 9, b) 2x — 3y — 5 y c) 4x 2 + 16y 2 = 25. 

Conjuntos de puntos 

1 . 118 . Sea S el conjunto de todos los puntos a + bi, donde ay b son números y 

racionales, que se encuentran en el interior del cuadrado que aparece 

sombreado en la figura 1-42. a ) ¿Es S acotado? b ) ¿Cuáles son los ' 1 + ' 

puntos límites de S , si los hay? c) ¿Es S cerrado? d) ¿Cuáles son 
sus puntos interiores y sus puntos frontera? e) ¿Es S abierto?/) ¿Es 

S conexo? g) ¿Es S una región abierta o un dominio? h) ¿Cuál es la ¡j¡ , x 

cerradura de SI i) ¿Cuál es el complemento de SI j ) ¿Es S contable? 

k ) ¿Es S compacto? /) ¿Es compacta la cerradura de 5? Figura 1-42 

1 . 119 . Responda el problema 1.118 si S es el conjunto de todos los puntos en el interior del cuadrado. 

1 . 120 . Responda el problema 1.118 si S es el conjunto de todos los puntos en el interior del cuadrado o sobre el 
cuadrado. 

1 . 121 . Dados los conjuntos de puntos A — {1, i, —i], B — {2, 1, — i}, C = {i, —i, 1 + i} y D — {0, —i, 1¡, 
encuentre: a) A U (B U C), b) (A n C) U (B n D) y c) (A U C) D (B U D). 

1 . 122 . Suponga que A, B, C y D son conjuntos de puntos. Compruebe que a) A U B = B U A, b) A O B = B C\ A, 
c)/lU(5UC) = (AUB)UC, d)án(BílC)=(AnB)nC y e)An(5UC) = (Anfi)U(An C). 

1 . 123 . Suponga que A,ByC son los conjuntos de puntos definidos por \z + ij < 3, |z| < 5 y |z + 11 < 4. Represente 
en forma gráfica las expresiones de los incisos siguientes. 

fl)AnBnC, fc)AUBUC, c)AílBUC, d)Cr(AUB), e) (A U fí) n (5 U C), 
/)(AnB)U(BílC)U(CnA) y g)(AnB)U(BnC)U(CílA). 

1 . 124 . Demuestre que el complemento de un conjunto S es abierto o cerrado según S sea cerrado o abierto. 

1 . 125 . Suponga que 5j, S 2 , ... , S n son conjuntos abiertos. Demuestre que S) U S 2 U • ■ • U S n es abierto. 

1 . 126 . Suponga que el punto límite de un conjunto no pertenece al conjunto. Demuestre que ese punto debe ser un 
punto frontera del conjunto. 
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Problemas complementarios 


Problemas diversos 

1 . 127 . Sea ABCD un paralelogramo. Compruebe que ( AC ) 2 + ( BU ) 2 = ( AB ) 2 + (BC ) 2 + ( CD ) 2 + (DA) 2 . 

1 . 128 . Explique el error en: — 1 = T = i/(— 1)(— 1) = v'T = I. Por tanto, 1 = — 1. 

1 . 129 . a) Muestre que la ecuación z 4 + a\Z 3 + uyz 2 + ayz + £¡4 = 0, donde a h a 2 , «3 y a 4 son constantes reales 
distintas de cero, tiene una raíz imaginaria pura si a 2 + a 2 a 4 = a \ ciia 2 . 


b ) ¿Es verdad el recíproco de a)? 


1 . 130 . á) Demuestre que eos" ó 


1 

2 "-> 


eos n<f>+ n eos (n — 2 )<f> + 


n(n — 1) 
2 ! 


cos(n — 4)0 +•■■+/?„ 


donde 


R 


n 


ri- , 

-eos ó 

[(« — l)/2]![(n + l)/2]! 
n\ 

2 [(«/ 2)!] 2 


si n es impar 
si n es par 


1 . 131 . 

1 . 132 . 

1 . 133 . 

1 . 134 . 

1 . 135 . 

1 . 136 . 

1 . 137 . 

1 . 138 . 

1 . 139 . 

1 . 140 . 

1 . 141 . 


b) Encuentre una fórmula similar para sen" 0. 


a) Sea z — 6 e m / 3 . Evalúe \e lz \. 

Muestre que para todo par de números reales p y m. 


^2 mi cot 1 p 


pi + 1 
pi — 1 


m 

= 1 . 


Sea P(z ) un polinomio en z con coeficientes reales. Compruebe que P(z) — P(z). 

Suponga que z\, "2 y -"3 son colineales. Demuestre que existen constantes reales a, ( 3 , y, no todas igual a 
cero, tales que azi + /3Zi + 723 — 0, donde a + ¡3 + y — 0. 

Dado un número complejo z, represente geométricamente á) z, b) — z y c) 1 /z, el) z 1 . 

Considere dos números complejos Z\ y z 2 distintos de cero. Muestre cómo representar en forma gráfica, sólo 
con regla y compás, a) Z\Z 2 , b) Z\/z 2 , c) z 2 + z 2 , d) z\ r ~ y e) z 2 4 . 

Compruebe que la ecuación de una recta que pase por los puntos Z\ y "2 está dada por 

arg¡(z - Z\)/(Z 2 - Zi)} = 0 

Suponga que z — x + iy. Demuestre que |x| + |y| < ~j2\x + iy\. 

¿Es verdad el recíproco del problema 1.51? lustifique su respuesta. 

Encuentre una ecuación para el círculo que pasa por los puntos 1 — i, 2i, 1 + i. 

Muestre que el lugar geométrico de z tal que z — a\\z + ci\ — a 2 , a > 0 es una lemniscata, como la que se 
muestra en la figura 1-43. 
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CAPÍTULO 1 Números complejos 


1 . 142 . 

1 . 143 . 


1 . 144 . 

1 . 145 . 


1 . 146 . 

1 . 147 . 

1 . 148 . 

1 . 149 . 

1 . 150 . 


1 . 151 . 

1 . 152 . 


1 . 153 . 

1 . 154 . 

1 . 155 . 

1 . 156 . 

1 . 157 . 


Sea p n = al + b 2 n , n — 1, 2, 3, ..., donde a n y b n son enteros positivos. Compruebe que para todo entero 
positivo M siempre se hallan enteros positivos Ay B tales que o, pi ■ ■ ■ p M — A 2 + B 1 . [Ejemplo: Si 5 = 2 2 
+ l 2 y 25 = 3 2 + 4 2 , entonces 5 • 25 = 2 2 + 11 2 .] 

sen- (n -|- l)c¥ 

Demuestre que: a) eos d + cos(0 +«) + ••• + eos ( 6 + na) = -— 2 —,-eos <6 +¡¡na) 

Cí=»n — rv ¿ 


b ) sen 6 + sen(0 + a) + ■ 


sen^tn + l)a , 

■ + sen(ú + na) = —¡-sen (0+/na) 


Compruebe que a) Rc[~} > 0 y b) \z — 1| < |z + 1| son expresiones equivalentes. 


Una rueda de 4 pies de radio [figura 1-44] gira a 30 revoluciones por minuto en sentido contrario al de las 
manecillas del reloj, en torno a un eje que pasa por su centro, a) Muestre que la posición y la velocidad 
de cualquier punto P de la rueda están dadas, respectivamente, por 4e' m y 4Trie'”, donde t es el tiempo en 
segundos, medido a partir del instante en que P se encuentra en el eje x positivo, b ) Encuentre la posición y 
la velocidad cuando t = 2/3 y t — 15/4. 


Demuestre que para cualquier entero m> 1, 

m— 1 

(z + a) 2m — (z — a) 2m = Amaz ]""[ { z 2 + a 2 cot 2 (C77/2/n)¡ 

k= i 

donde n*=/ denota el producto de todos los factores indicados desde k — I hasta m — 1. 


Suponga que los puntos P 1 y P 2 , representados por Z\ y z 2 , respectivamente, son tales que |zi + z 2 \ — |zi — Z 2 \■ 
Compruebe que a) Z\/z 2 es un número imaginario puro y b) ZP l OP 2 — 90°. 

Demuestre que para cualquier entero m > 1, 

77 277 377 (m — 1)77 

COt-COt-COt-- • COt- = 1 

2 m 2 m 2 m 2 m 

Compruebe y generalice a) csc 2 (77/7) + esc 2 (2tt/1) + esc 2 (Att/1) = 2 y 
b) tan 2 (7r/16) 4- tan 2 (37r/16) + tan 2 (57r/16) + tan 2 (77r/16) = 28 


Sean m.\ m 2 y m 3 masas localizadas en los puntos z L z 2 y Z¡, respectivamente. Demuestre que el centro de 
masa está dado por 

s _ miz\ + m 2 z 2 + m 2 Z 3 

m\ + /í¡2 + WI3 


Generalice a n masas. 

En la recta que une a los puntos Z\ y Z 2 encuentre el punto que la divide en la relación p: q. 
Muestre que 



es una ecuación del círculo que pasa por los puntos ¿q z 2 y Z 3 . 

Compruebe que las medianas de un triángulo con vértices en zi t Z 2 , z 2 se intersecan en el punto 

5 (Zl +Z 2 + Z 3 ). 

Demuestre que los números racionales entre 0 y 1 son numerables. 

[Sugerencia. Ordene los números en la forma 0, ], ’, |, i, |, i, |, |, ....] 

Compruebe que todos los números racionales son numerables. 

Demuestre que los números irracionales entre 0 y 1 no son numerables. 

Represente en forma gráfica el conjunto de valores de z para los que a) |/ > \z — 1| y b) \z + 2\ > 1 + 

k- 2|. 
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Respuestas a los problemas complementarios 


1.158. 

1.159. 

1.160. 

1.161. 


1.162. 

1.163. 

1.164. 

1.165. 

1.166. 

1.167. 

1.168. 


Muestre que a ) i ¡2 + v^3 y tí) 2 — y/2i son números algebraicos. [Vea el problema 1.47.] 

Compruebe que y/2 + y/3 es un número irracional. 

Sea ABCD... PQ un polígono regular de n lados, inscrito en un círculo de radio unitario. Demuestre que el 
producto de las longitudes de las diagonales AC , AD, ... AP es csc 2 (ir/ri). 

n -1 


Suponga que sen 6 0. Compruebe que a ) 


sen nú 
sen g 


= 2" 1 J~[{eos 6 — cosikTT/n)} y 


b) SCn(2n+ ' >0 =(2n+ l) 
sen 6 


ni 


i - 


sen 2 ú 


semA:7r/(2w + 1) 


Demuestre que eos 2n0 = (—1)' 


'Ól 


1 -- 


eos 2 6 


eos 2 (2 k — l)7r/4n 


Suponga que el producto de dos números complejos "i y z\ es real y distinto de cero. Compruebe que existe 
un número real p tal que Z| = pz 2 . 

Sea zun punto del círculo |z— 1| = 1. Demuestre que arg(z — 1) = 2argz = |arg(z 2 — z) y dé una interpretación 
geométrica. 

Compruebe que, con las restricciones adecuadas, a) z m Z n — z m+ " y b) (z, m ) n — z" m . 

Compruebe a) Refz^} = Re{ziiRe{z 2 ) - ím{z 1 }lm{z 2 } y 
b) Im {z\Z 2 } — Re{zi}Im{z 2 ] + lmjzj}Re{z 2 }. 

Encuentre el área del polígono cuyos vértices se encuentran en 2 + 3 i, 3 + i, —2 — 4i, —4 — i y — 1 + 2 i. 
Sean a¡, a 2 , ... , a n y b\. b 2 , ... , /;„ números complejos. Demuestre la desigualdad de Schwarz. 

2 


^ a k b k 


k= 1 




RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


1.53. a) -4 - i, b) - 17 + 14;, c) 8 + ;, d) -9 + 7¿, e) 11/17 - (10/17);,/) 21 + ¡, g) -15/2 + 5;, 
/;) -11/2- (23/2); y i) 2 + i 

1.54. a) -1-4 i,b) 170, c) 1024;, d) 12, e) 3/5,/) -1/7, g) -7 + 3^3 + y/3i, h) 765 + 128^3 y ¡) -35 
1.57. x — 1 y y — —2 

1.60. x 4 + y 4 + 2 x 2 y 2 — 6 x 2 y — 6y 3 + 9x 2 + 9 y 2 

1.61. a) 6 — 2;, b) 3 + 3;', c) -1 + 12 i,d) 9 - 8; y e) 19/2 + (3/2); 

1.63. a) VTÓ, b) 5y/2, c) 5 + 5 i y d) 15 

1.64. 5, 5, 8 

1.70. a) z — (2 + ;') = f(l — 3¡) o x — 2 + í, y — 1 — 3í o 3x + y — 7 y 

b) z - (5/2 - ;/2) = í(3 + ;) ox = 3f + 5/2, y = í- l/2o3-3y = 4 

1.71. a) círculo, b) elipse, c) hipérbola, i/) z — 1 y x = — 3 y e) hipérbola 

1.72. a) \z + 3 - 4;j = 2 o (x + 3) 2 + (y - 4) 2 = 4 y b) \z + 2;j + \z- 2i\ - 10 

1.73. a) 1 < | z + ;] < 2, b) Re{z 2 } > 1, c) |z + 3;| > 4 y d) \ z + 2 - 3;j + |z - 2 + 3¡j < 10 

1.81. a) 2y/2 cis 315° o 2y/2e 1 ’ ml4 , b) 2 cis 120° o 2 e 2m l 2 , c ) 4 cis 45° o 4e m ¡ 4 , d) cis 270° o e 3m / 2 , e) 4 cis 180° o 
4e m , /) 4 cis 210° o 4e 7m / 6 , g) y/2 cis 90° o V2e m 7 2 y /,) ^/3 cis 300° o y/3e 57n/i 
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CAPÍTULO 1 Números complejos 



1.83. a) 5 exp[¡'(77 + tan 1 (4/3) y fe) y/5 exp[ —i tan 1 2] 

1.84. a) -3y/2 + 3^2 i, b) 12 i, c) 2y/2 - 2y/2i, d) -y/2 - y/2i y e) -5^3/2 - (5/2)/,/) -3^3/2 - (3/2)/ 

1.85. 375 millas, 23° al norte del este (aproximadamente). 

1.89. a) 15/2 + (15V3/2)/, b) 32 - 3273/, c) -16 - 1673/, d) 373/2 - (373/2)/ y e) -73/2 - (1/2)/ 

1.95. a) 2 cis 165°, 2 cis 345°; b) y/í cis 27°, 72 cis 99°, 72 cis 171°, 72 cis 243°, 72 cis 315°; 

c) 74 cis 20°, 74 cis 140°, 7? cis 260°; d) 2 cis 67.5°, 2 cis 157.5°, 2 cis 247.5°, 2 cis 337.5°; 
é) 2 cis 0°, 2 cis 60°, 2 cis 120°, 2 cis 180°, 2 cis 240°, 2 cis 300° y/) cis 60°, cis 180°, cis 300° 

1.96. a) 2 cis 0°, 2 cis 120°, 2 cis 240°, b) 78 cis 22.5°, 78 cis 202.5°, c) 2 cis 48°, 2 cis 120°, 

2 cis 192°, 2 cis 264°, 2 cis 336° y d) ^3 cis 45°, 73 cis 105°, y/3 cis 165°, y/3 cis 225°, 
y/3 cis 285°, y/3 cis 345° 

1.97. a) 3 cis 45°, 3 cis 135°, 3 cis 225°, 3 cis 315° 

b) y/2 cis 40°, y/2 cis 100°, 7 2 cis 160°, y/2 cis 220°, y/2 cis 280°, y/2 cis 340° 

1.98. d) 3 -2/, —3 + 2/ y b) TÍO + 72/, -y/W-y/2i 

1.99. 1 + 2¿, 1 - V3 + (1 +\y/3 )/, - i - V3 + (i V3 - 1 )/ 

1.100. a) (-1 ± 7/)/5 y fe) I + /, 1 - 2/ 

1 . 101 . 1 , 1 , 2 , -1 + / 

1.102. 1(1 ± ¿73), 1(-1 + ¿73) 

1.104. 2 + 2 /, 2 - 2 / 

1.105. a) e 2mi / 4 = e 2mA -// ^ = o, 1 , 2, 3 y b) e lmki \ k = 0, 1,.... 6 

1.109. 0¡(<a - l)/(w + 1), (w 2 - l)/(w 2 + 1), (« 3 - l)/(w 3 + 1), (« 4 - l)/(w 4 + 1), donde o = e 2m / 5 

1.110. a) 1, fe) 178, c) 1, í/) 17 y e) 1,/) 1 

1.114. 17 

1.115. 18 

1.116. a) x 2 + y 2 = 16, fe) x 2 + y 2 — 4x + 8 = 0, c) x — 2 y d) y = —3 

1.117. a) (z - 3)(z - 3) - 9, fe) (2/ - 3)z + (2/ + 3)z = 10/ y c) 3(z 2 + z 2 ) - lOzz + 25-0 

1.118. a) Sí. fe) Todo punto en el interior o en la frontera del cuadrado es un punto límite, c) No. d) Todos los 
puntos del cuadrado son puntos frontera; no hay puntos interiores, e) No./) No. g) No. fe) La cerradura de S 
es el conjunto de todos los puntos en el interior y en la frontera del cuadrado. /) El complemento de S es el 
conjunto de todos los puntos distintos de a + bi cuando a y fe [donde 0<a<l,0<fe< 1] son racionales. 
j ) Sí. k ) No. /) Sí. 

1.119. a) Sí. fe) Todo punto en el interior del cuadrado o sobre él es un punto límite, c) No. d) Todo punto en el 
interior es un punto interior, y todo punto en la frontera es un punto frontera, é) Sí./) Sí. g ) Sí. fe) La cerradura 
de S es el conjunto de todos los puntos en el interior y en la frontera del cuadrado, i) El complemento de S 
es el conjunto de todos los puntos en el exterior del cuadrado o en su frontera./) No. k) No y / ) Sí. 

1.120. a) Sí. fe) Todo punto de S es un punto límite, c) Sí. d ) Todo punto dentro del cuadrado es un punto interior, 
mientras que todo punto en la frontera es un punto frontera, é) No./) Sí. g) No. fe) S mismo, i) Todos los 
puntos en el exterior del cuadrado./) No. k ) Sí. /). Sí. 

1.121. a) (2, 1, -i, i, 1 + /}, fe) [1, i, -i} ye) {1, -/} 

1.131. e~ 3 ^ 

1.139. Sí. 

1.140. |z+ 1| = v/5 o(x+ l) 2 +y 2 = 5 

1.151. (qz 1 +pz 2 )/(.q+p) 

1.167. 47/2 
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Funciones, límites 
y continuidad 

2.1 Variables y funciones 

A un símbolo, por ejemplo z, que representa un elemento cualquiera del conjunto de números complejos, se le 
conoce como variable compleja. 

Suponga que por cada valor que toma una variable compleja z corresponde uno o más valores de una variable com¬ 
pleja w. Entonces se dice que w es función de z y se escribe w = f(z) o w = G(z), etc. A z se le llama variable inde¬ 
pendiente, ya w, variable dependiente. El valor de una función en z = a se suele escribir/(n). Por tanto, si f(z) — z 2 , 
entonces f(2i) — (2 i) 2 — —4. 


2.2 Funciones unívocas y funciones multivaluadas 

Si a cada valor de z corresponde sólo un valor de w, se dice que w es una función unívoca de z, o bien que f(z) es 
unívoca. Si a cada valor de z corresponde más de un valor de vv, se dice que w es una función multivaluada de z. 

Una función multivaluada puede considerarse como una colección de funciones unívocas, y a cada miembro se le 
conoce como una rama de la función; a un miembro particular suele considerársele la rama principal de la función 
multivaluada, y al correspondiente valor de la función, como valor principal. 

EJEMPLO 2.1 

a) Si w = z 2 , por cada valor de z se presenta un solo valor de w 
de z. 

b) Si vv 2 = z, por cada valor de z hay dos valores de w. Así, w 2 
con dos valores) de z. 

Siempre que se hable de una. función, a menos que se diga otra cosa, se entenderá que se trata de una función 
unívoca. 


. Así, w = f{z) = z z es una función unívoca 
= z define una función multivaluada (en este caso 


2.3 Funciones inversas 

Si w =/(z), también z se considera una función, posiblemente multivaluada, de w, y se escribe z — g(w) ~f '(vv). 
La función/' 1 es la función inversa de/. Por tanto, vv =/(z) y vv = / 1 (z) son funciones inversas entre sí. 
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CAPÍTULO 2 Funciones, límites y continuidad 

2.4 Transformaciones 

Si vv = u + iv (donde u y v son reales) es una función unívoca de z — x + iy (donde x y y son reales), se escribe u + iv — 
f(x + iy). Si se igualan las partes reales y las imaginarias, se ve que esto equivale a 

u — u(x,y) y v — v(x, y) (2.1) 

Así, dado un punto (x, y) del plano z, como P en la figura 2-1, existe un punto correspondiente [u, v) en el plano vv, 
como P' en la figura 2-2. Al conjunto de ecuaciones (2.1) [o a su equivalente, vv — f(z)] se le llama transformación. 
Se dice que el punto P se lleva o transforma en el punto P' por medio de esa transformación, y a P' se le conoce 
como la imagen de P. 

EJEMPLO 2.2 Si vv = z 2 , entonces u + iv = (x + iy) 2 = x 2 — y 2 + 2 ixy, y la transformación es u = x 2 — y 2 , 
v = 2xy. La imagen del punto (1, 2) del plano z es el punto (—3, 4) del plano vv. 


y 


plano z 



x 


Figura 2-1 


v 



En general, mediante una transformación, un conjunto de puntos, como los puntos de la curva PQ de la figura 2-1, 
se lleva a un conjunto correspondiente de puntos, que es su imagen , como los puntos de la curva P'Q' en la figura 
2-2. Las características de la imagen dependen, por supuesto, del tipo de función/(z), que en ocasiones se llama 
función de transformación. Si/(z) es multivaluada, un punto (o curva) del plano z, en general, se lleva a más de un 
punto (o curva) en el plano vv. 


2.5 Coordenadas curvilíneas 

Dada la transformación w —f(z) o, de manera equivalente, u — u(x, y), v — v(x, y), a (x, y) se le conoce como coor¬ 
denadas rectangulares del punto P en el plano z, y a (u, v) como coordenadas curvilíneas de P. 



Figura 2-3 


v=c 2 


plano w 
V 


Figura 2-4 
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2.6 Funciones elementales 


Las curvas u(x, y) = C\, v(x, y) — c 2 , donde c¡ y c 2 son constantes, se llaman coordenadas curvas [vea la figura 
2-3], y cada par de estas curvas se intersecan en un punto. Estas curvas se llevan a rectas ortogonales del plano w 
[vea la figura 2-4]. 


2.6 Funciones elementales 


l. Las funciones polinómicas se definen como 

w = a 0 ¿' + fliz" -1 H-1- a,¡-iz + a n = P(z) (2.2) 


2 . 


donde a 0 ^ 0, a \,... , a„ son constantes complejas y n un entero positivo, que es el grado del polinomio P(z). 
La transformación w = az + b e s una transformación lineal. 

Las funciones algebraicas racionales se definen como 


w = 


P(Z) 

Q(z) 


(2.3) 


donde P(z) y Q(z) son polinomios. A veces la expresión (2.3) se denomina transformación racional. El 
caso especial w — (az + b)/(cz + d), donde ad — be 0, en ocasiones se llama transformación lineal 
fraccionaria o transformación bilineal. 

3. Las funciones exponenciales se definen como 

w = e z = e' t+,y = efeosy + i sen y) (2.4) 


donde e es la base de los logaritmos naturales. Si a es un real positivo, se define 


(2.5) 


donde ln a es el logaritmo natural de a. Si a — e, esto se reduce a la expresión en (2.4). 

Las funciones exponenciales complejas tienen propiedades similares a las de las funciones exponencia¬ 
les reales. Por ejemplo, e Zl ■ e Zl = e Zl+Zl , e 7 ' /e Zl = e 7 ' ~ 72 . 

4. Funciones trigonométricas. Las funciones trigonométricas o funciones circulares sen z , eos z, etcétera, 
se definen en términos de funciones exponenciales como se indica a continuación: 


e iz + e~ iz 


sen z = 

2 i 

1 

2 

eos z = 

2 

1 

2 i 


eos z 

sen z 

e iz + e~' z ’ 
e ,z - e~ iz 


senz 

cosz 

e iz - e ~ iz 

i(e lz + e~‘ z ) 


eos z 

i(e iz + e~ iz ) ’ 


senz 

e iz _ e -iz 


Las funciones trigonométricas complejas tienen muchas de las propiedades ya conocidas para las fun¬ 
ciones trigonométricas reales. Por ejemplo, se tiene: 


sen 2 z + eos 2 z— 1 , 1 + tan 2 z = sec 2 z, 1 + cot 2 z — esc 2 z 

sen(—z) = — senz, cos(—z) = eos z, tan(—z) = — tanz 

sen(zi ±zf) — senziCosz2 ±coszi senz 2 

cos(zi +Z2) — eos Zi eos z 2 + sen z¡ sen z 2 

f . tanzi±tanz 2 

tan(zi ± Z2) — 7^ 


1 + tan zi tan z 2 
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CAPÍTULO 2 Funciones, límites y continuidad 


Las funciones hiperbólicas se definen como sigue: 


senh z — 


cosh z — 


e z + e z 



csch z — -=- 

senh z e z — e~ z 


1 2 


tanh z = —-— 
coshz 


tanh z = —t— =-, 

cosh z e z + e~ z 


senh z e z — e 


senh z 


cothz =-— = —-- 

senh z £' — e~ z 


coshz e z + e z 


Satisfacen las propiedades siguientes: 


cosh" z — senh z — 1 , 1 — tanh" z — sech z, coth z — 1 = csch z 

senh(— z) — — senhz, cosh(— z) — coshz, tanh(— z) — — tanhz 

senh(zi ±zi) = senh zi cosh zi + coshzi senhz2 
cosh(zi +Z2) = coshzi coshzz + senh"! senhz2 



Entre las funciones trigonométricas o funciones circulares y las funciones hiperbólicas existen las rela¬ 
ciones siguientes: 


sen iz = i senh z, eos iz = cosh z, tan iz = i tanh z 
senh iz = i sen z, cosh iz = eos z, tanh iz = i tan z 


Funciones logarítmicas. Si z — e w , entonces w = ln z, que se conoce como logaritmo natural de z. Por 
tanto, la función logaritmo natural es la función inversa de la función exponencial, y se define como 


w = lnz = ln r + i(6 + 2kv), k = 0, +1, +2, ... 


donde z = re w — re ltH 12k7T) . Observe que ln z es una función multivaluada (en este caso, una función 
con una cantidad infinita de valores). El valor principal o la rama principal de ln z suele definirse como 
ln r + iO, donde 0 < 0 < 2tt. Pero puede usarse cualquier otro intervalo de longitud 277, como —ir <6 < 
7 r, etcétera. 

También pueden definirse funciones logarítmicas para bases reales distintas de e. Así, si 7 = a w , enton¬ 
ces vv = log fl z, donde a > 0 y a 0, l.En este caso, z = e wlna y ; p 0 r tanto, w — (ln z)/(ln a). 

Funciones trigonométricas inversas. Si z — sen w, entonces w — sen -1 z es el seno inverso de z o arco 
seno de z ■ De manera similar se definen las demás funciones circulares inversas o funciones trigonométri¬ 
cas inversas eos -1 z, tan -1 z, etc. Estas funciones, que son multivaluadas, se expresan en términos de loga¬ 
ritmos naturales, como se indica a continuación. En todos los casos, en el logaritmo se omite la constante 
aditiva 2km, k = 0 , +1, + 2 , ... : 
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2.7 Puntos de ramificación y líneas de ramificación 


8 . Funciones hiperbólicas inversas. Si z — senh vv, entonces w — senil -1 z es el seno hiperbólico inverso 
de z. De manera similar se definen las demás funciones hiperbólicas inversas cosh 1 z, tanh 1 z, etc. Estas 
funciones, que son multivaluadas, se expresan en términos de logaritmos naturales, como se indica a con¬ 
tinuación. En todos los casos se omite la constante aditiva Ikiri, k = 0, +1, +2, ..., en el logaritmo: 


senh 1 


cosh 1 
tanh " 1 


z = ln^z+ Vz 2 + 1 j, 

csch 'z — ln^ 
/ 

z = ln(z + s/z 2 — 1 j, 

sech^'z = lnl 

■■mi- 

coth"'z = - ln 


1 + Vi - 



9. La función z“, donde a puede ser un número complejo, se define como e“ ln De modo semejante, si /(z) 
y g(z) son dos funciones dadas de z, se define f(z) 8 ^ — e s ^ '"h- 1 ). En general, estas funciones son multiva¬ 
luadas. 

10. Funciones algebraicas y funciones trascendentes. Si vv es una solución de la ecuación polinómica 

P Q (z)w n + Pfz)w n ^ + ■ ■ ■ + P n -i(z)w + p„(z ) = o (2.6) 

donde P 0 0, P](z), ... , P„(z) son polinomios en z y 17 es un entero positivo, entonces vv = /(z) es una 
función algebraica de z. 

EJEMPLO 2.3 vv = z 1 / 2 es solución de la ecuación w 2 — z = 0 y, por tanto, es una función algebraica de z. 

Toda función que no se exprese como solución de (2.6) es una. función trascendente. Las funciones logarítmicas, 
trigonométricas e hiperbólicas y sus correspondientes funciones inversas son ejemplos de funciones trascendentes. 

Las funciones consideradas en los números 1 a 9, junto con las funciones obtenidas a partir de ellas mediante un 
número finito de operaciones de suma, resta, multiplicación, división y raíces son funciones elementales. 


2.7 Puntos de ramificación y líneas de ramificación 


plano z 


Suponga que vv = z l/<2 es una función dada. Suponga además que z 
da una vuelta completa (en sentido contrario al de las manecillas del 
reloj) en torno al origen a partir del punto A [figura 2-5]. Se tiene 
z = re' 8 , w = JTe' 6 / 2 , de manera que en A, 0 — 0 l y vv = *Jre l8 'l 2 . 

Después de una vuelta completa en torno a A, 6 = 6 l + 2ir y 
vv = s /re ,(ei+l7r) l 2 = —^/re' 8 '! 2 . Así, no se obtiene el valor de w con 
el que se empezó. Sin embargo, al dar otra vuelta completa de regreso 
a A, es decir, 0 = 0 ! + 477 , w = y /~re' { ' Bl+A7T) ^ 2 = *Jre' 8 'l 2 , y se obtiene 
el valor de vv con el que se empezó. 

Lo anterior se describe con la declaración de que si 0 < 0 < 2tt, se 
está en una rama de la función multivaluada z 'V mientras que si 2tt < 

0 < 477 , está en otra rama de la función. 

Es claro que cada rama de la función es unívoca. Con objeto de mantener la función unívoca, se establece una 
barrera artificial, por ejemplo OB, donde B está en el infinito [aunque sirva cualquier otra recta que parta de O], 
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CAPÍTULO 2 Funciones, límites y continuidad 

que se acuerde no cruzar. Esta barrera [representada en la figura por una recta más gruesa] se conoce como línea de 
ramificación o corte de ramificación, y el punto O, como punto de ramificación. Hay que observar que una vuelta 
completa en torno a un punto distinto de z — 0 no conduce a valores diferentes; por tanto, z = () es el único punto de 
ramificación finito. 


2.8 Superficies de Riemann 

Existe otra manera de lograr lo mismo que con la línea de ramificación antes descrita. Para esto, hay que imaginar 
que el plano z. consta de dos capas sobrepuestas, una sobre la otra. Ahora hay que imaginar que estas capas se cortan 
a lo largo de OB y que el borde inferior de la capa inferior se une al borde superior de la capa superior. Entonces, a 
partir de la capa inferior y al dar una vuelta completa en torno a O, se llega a la capa superior. Ahora hay que ima¬ 
ginar que se unen los otros bordes de manera que si se continúa dando vuelta se va, de la capa superior, de nuevo a 
la capa inferior. 

La colección de estas dos capas es una superficie de Riemann que corresponde a la función z 1 / 2 . Cada capa corres¬ 
ponde a una rama de la función, y en cada capa la función es unívoca. 

El concepto de superficie de Riemann tiene la ventaja de que permite obtener varios valores de una función mul- 
tivaluada de una manera continua. 

Esta idea se extiende fácilmente. Por ejemplo, para la función z 1 / 3 , la superficie de Riemann tiene tres capas; para ln z, 
la superficie de Riemann tiene una cantidad infinita de capas. 


2.9 Límites 


Sea/(z) unívoca y definida en una vecindad de z = z 0 , salvo posiblemente en z = Zo (es decir, en una vecindad agu¬ 
jerada 8 de zo)- Se dice que un número l es el límite de/(z) cuando z tiende a Zo y se escribe lím., _> Zo /(z) — l si para 
todo número positivo e (tan pequeño como se desee) se halla un número positivo 8 (que por lo general depende de e) 
tal que [/(z) — /1 < e siempre que 0 < |z — z 0 | < 8 . 

En tal caso se dice también que/(z) tiende a / cuando z tiende a z 0 y se escribe/(z) —> l cuando z —*• Zq- Este límite 
debe ser independiente de la manera en que z se aproxime a z 0 . 

En forma geométrica, si z 0 es un punto en el plano complejo, entonces lím,^ Zo /(z) = / si el valor absoluto de la 
diferencia entre/(z) y / puede hacerse tan pequeño como se desee al eligir puntos lo bastante cercanos a zo (exclu¬ 
yendo a z = z 0 ). 


EJEMPLO 2.4 Sea 


f(z) 


z 2 z¥= i 
0 z = i 


Entonces, a medida que z se acerca a i (es decir, z tiende a i ),/(z) se acerca a i 2 = — 1. Se sospecha que lím,^,/(z) = 
— 1. Para probar esto, es necesario ver que se satisfaga la definición de límite dada antes. Esta prueba se muestra en 
el problema 2.23. 

Observe que lím,_,;/(z) ¥^f(i), es decir, el límite de/(z) cuando z —■> i, no es lo mismo que el valor de/(z) en z = i, 
pues por definición/(íj = 0. En realidad, aunque/(z) no estuviera definida en z = i, el límite aún sería — 1. 

Cuando el límite de una función existe, es único, es decir, no hay otro (vea el problema 2.26). Si/(z) es multiva- 
luada, el límite cuando z —> z 0 puede depender de la rama de que se trate. 


2.10 Teoremas sobre límites 

teorema 2.1. Suponga que lím. -, Zu f(z) — A y lím. ,, o g(z) = B. Entonces 

1. lím,^ 0 l/'Cz) + g(z )! = lím^/(z) + lím z ^, o g(z) =A + B 
2 - limazo í/fe) “ S(z )! = lím,^/(z) - lím^ g(z) —A — B 
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3. 

4. 


lín^-^ {/(z)g(z)} = | lín Wz, 

lí m IQ _ lím - /fe) _ ^ 

giz ) líniz^zo g(z) B 


/'(z)}{lím,^ ai g(z)} = AB 
siB ^ 0 


2.11 Infinito 

Mediante la transformación w — 1/z, el punto z = 0 (es decir, el origen) es llevado aw — ce, que se conoce como 
punto al infinito en el plano w. De manera similar, z — ce denota el punto al infinito en el plano z. Para conocer el 
comportamiento de/(z) en z — co, basta con hacer z— 1 /wy examinar el comportamiento de/(l/vv) en w = 0 . 

Se dice que lím. ,. x f(z) — l o que/(z) tiende a / cuando z tiende a infinito, si para todo e > 0 se halla un M > 0 
tal que \f(z) — l \ < e siempre que |z| > M. 

Se dice que lím z _> z /(z) = oo o que/(z) tiende a infinito cuando z tiende a z 0 , si para todo Ai > 0 se halla un 8 > 0 
tal que |/(z) | > N siempre que 0 < |z — Zol < 8. 


2.12 Continuidad 


Sea/(z) una función definida y unívoca en una vecindad de z = z 0 así como en z = z 0 (es decir, en una vecindad 8 de 
z 0 ). Se dice que la función/(z) es continua en z = Zo si lím,_ > ^/(z) = /(z 0 ). Observe que esto implica que para que 
/(z) sea continua en z = z 0 deben satisfacerse tres condiciones: 

1 . lím,_, Zo /(z) = / debe existir 

2 - fizo) debe existir, es decir,/(z) debe estar definida en z 0 
3. l=fiz o) 

De manera equivalente, si/(z) es continua en z 0 , esto se expresa de manera sugerente como 

lím /(z) =/Ylím z\ 

EJEMPLO 2.5 


a) Suponga que 


fiz) 


v z A i 
0 z = i 


Entonces, lím z _,,/(z) = — 1. Pero,/(¿) = 0. Por tanto, lím ¥= f {i), y la función no es continua en z = i- 
b) Suponga que/(z) = z 2 para toda z. Entonces, lím._,,/(z) = f(í) = — 1 y/(z) es continua en z = i. 

A los puntos del plano z en los que/(z) no es continua se les llama discontinuidades de/(z), y se dice que/(z) es 
discontinua en esos puntos. Si lím z , r(i /Tz) existe pero no es igual a/(z 0 ), se dice que zo es una discontinuidad remo¬ 
vible, pues, al redefinir fizo) como igual a lím ¡ .^ Zo /(z), esta función se vuelve continua. 

Como alternativa a la definición anterior de continuidad, /(z) se define como continua en z ~ z 0 si para todo 
e > 0 se halla un 8 > 0 tal que |/(z) — /(zo)| < e siempre que |z — z 0 | < 8. Observe que esta definición es tan sólo la 
definición de límite con l = fizo) y sin la restricción de que z Zq. 

Para examinar la continuidad de/(z) en z = oo se hace z— 1/w y se examina la continuidad de/( I /vv) en w — 0. 

Continuidad en una región 

Se dice que una función/(z) es continua en una región si es continua en todos los puntos de esa región. 
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2.13 Teoremas sobre continuidad 


teorema 2.2. Si f(z) y g(z) son continuas en z — Zo> entonces también lo son f(z) + g(z),f(z ) - g(z), f(z)g(z) y 
f(z)/g(z)\ la última es continua si g(z) 0. Esto también es válido para la continuidad en una 
región. 

teorema 2.3. Entre las funciones que son continuas en toda región finita se encuentran ci) todos los polinomios, 
tí) e z y c) sen z y eos z. 


teorema 2.4. Suponga que w = f(z.) es continua e,nz — ZQy z — g(fi) es continua en £ = £ 0 . Si z o = gif o), entonces 
la función w — f[g(£)\, que es una. función de una función o una función compuesta, es continua en 
= £ 0 . Esto suele expresarse, de manera simplificada, como sigue: una función continua de una 
función continua es continua. 


teorema 2.5. Suponga que f(z) es continua en una región cerrada y acotada. Entonces esta función es acotada en 
esta región; es decir, existe una constante M tal que \f(z) < M para todo punto z de la región. 

teorema 2.6. Si f(z) es continua en una región, entonces también la parte real y la parte imaginaria de f(z) son 
continuas en esa región. 


2.14 Continuidad uniforme 

Sea f(z) continua en una región. Entonces, por definición, para todo punto zo de la región y para todo e > 0 se halla 
un 8 > 0 (que en general dependerá tanto de e como del punto zo de que se trate) tal que | f(z) — f(zo)\ < e siempre 
que |z — Zo| < 8. Si es posible hallar un 8 que dependa sólo de e pero no del punto z.q de que se trate, se dice que/(z) 
es uniformemente continua en esa región. 

O, de manera alternativa, f(z) es uniformemente continua en una región si para todo e > 0 hay un 5 > 0 tal que 
\f(z\) — f(z 2 ) < e siempre que | z\ — zf < 8, donde z.\ y Z 2 son dos puntos cualesquiera de esa región. 

teorema 2.7. Si f(z) es continua en una región cerrada y acotada, entonces /')/) es uniformemente continua en esa 
región. 


2.15 Sucesiones 

La función de una variable entera positiva, que se denota/(n) o u„, donde n — 1, 2, 3, ..., se llama sucesión. Por 
tanto, una sucesión es un conjunto de números u¡, u 2 , u¿, ... en un orden definido y formados de acuerdo con una 
regla definida. Cada número de la sucesión se llama término y u n es el término n-ésimo. La sucesión ii\, u 2 , « 3 , . ■. 
también se denota { u n }. Una sucesión es finita o infinita según tenga un número finito o infinito de términos. A menos 
que se especifique otra cosa, se considerarán únicamente sucesiones infinitas. 

EJEMPLO 2.6 

a) El conjunto de números i, i 2 , i 3 , ..., i 100 es una sucesión finita; el término n-ésimo es u n = i n , n = 1,2,..., 100 

b ) El conjunto de números 1 + i, (1 + i) 2 / 2!, (1 + i) 2 / 3!, ...es una sucesión infinita; el término n-ésimo es 
u n = (1 + i) n /n\, n = 1, 2, 3,.... 
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2.16 Límite de una sucesión 

Se dice que un número / es el límite de una sucesión infinita U\, u 2 , « 3 , ... si para todo número positivo e hay un 
número positivo N que dependa de e tal que \u„ — l\ < e para todo n > N. En ese caso se escribe lím„ <oc u„ — l. Si 
una sucesión tiene límite, se dice que la sucesión es convergente; si no es así, la sucesión es divergente. Una sucesión 
sólo puede converger a un límite, es decir, si el límite existe, éste es único. 

Una manera más intuitiva pero menos rigurosa de expresar este concepto de límite es decir que una sucesión 
U\, u 2 , W3, ... tiene un límite / si sus términos sucesivos “están cada vez más cerca” de /. Con esto se da un número 
“que se suponga” el límite, después de lo cual se aplica la definición para ver si de verdad lo es. 


2.17 Teoremas sobre límites de sucesiones 


teorema 2.8. Suponga que lím„ .►«, a n = A y lím )M .oo b n = B. Entonces 


1. lím„^.oo (a„ + b n ) = lím„ a n + lím„^oo b„ = A + B 

2. lím,n.oo ( a„ — b n ) = lím„ _ >00 a„ — línWoo b„= A —B 

3. lím„^.oo ( a„b„ ) = (lím„ >00 a„)(línwoo b„) = AB 


4. 


Cl n lllTl,;—. TC (l¡: 

lim — =- 

b n lím„_Mx> b n 


A 

B 


si B 0 


En el capítulo 6 se verá más sobre sucesiones. 


2.18 Series infinitas 

Sea u 1 , u 2 , « 3 ,... una sucesión dada. 

Se define una nueva sucesión Si, S 2 , S 3 ,... mediante 

S | — u\, S 2 — 11 ] u 2 , $3 — U\ u 2 t /35 ..., S n — u\ u 2 -(-•■■ + u n 

donde a S n , que se le conoce como n-ésima suma parcial , es la suma de los primeros n términos de la sucesión 
{u fl }. 

La sucesión S\, S 2 , S 2 , ... se simboliza como 

00 

i<i+ u 2 + «3 + ■ ■ ■ = y ^ u n 

n= 1 

y se le llama serie infinita. Si lím„ S n — S existe, se dice que la serie es convergente, y S, su suma', si no es así, 
se dice que la serie es divergente. Una condición necesaria para que una serie converja es que lím„ _ >oí u n — 0; sin 
embargo, esto no es suficiente (vea los problemas 2.40 y 2.150). 

En el capítulo 6 se verá más sobre sucesiones. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Funciones y transformaciones 

2.1. Sea w =f{z ) = zr. Encuentre los valores de w que correspondan a a) z— —2 + i y b) z — 1 — 3¿, y muestre 
cómo representar esta correspondencia en forma gráfica. 
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Solución 

a) w =/(—2 + i) = (—2 + i) 2 = 4 — Ai + i 2 = 3 — 4 i 

b) w =f(í - 3 i) = (1 - 3 i) 2 =1-6 / + 9¡ 2 = -8 - 6i 


plano z plano w 


p - 
—2 + i • 

y 

X 

V 

u 


- • 1 - 3/ 

P' 


-Q 

• 3-4/ 


Q ’ 



• 

1 

OO 

1 

08 



Figura 2-6 Figura 2-7 


El punto z = — 2 + i, representado por el punto P en el plano z de la figura 2-6, tiene como punto imagen 
w = 1 — 4¿, representado por el punto P 1 en el plano w de la figura 2-7. Se dice que P es llevado a P' por medio 
de la función de aplicación o transformación w = z 2 . De manera similar, z = 1 — 3¿ [punto Q de la figura 2-6] es 
llevado a w = — 8 — 6 / [punto Q' de la figura 2-7]. Por cada punto en el plano z existe uno y sólo un punto corres¬ 
pondiente (imagen) en el plano w, de manera que w es una función unívoca de z. 


2.2. Muestre que la recta que une a los puntos P y Q del plano z en el problema 2.1 [figura 2-6] es llevada por 
w = z 2 a la curva que une los puntos P'Q' [figura 2-7] y determine la ecuación de esta curva. 


Solución 

Los puntos P y Q tienen las coordenadas (—2, 1) y (1, 
unen estos puntos son 

x - (-2) y - 1 
1 - (-2) “ -3 - 1 “ 1 


-3). Entonces, las ecuaciones paramétricas de la recta que 
o x = 3í - 2, y = 1 - 4í 


La ecuación de la recta PQ se representa como z = 3t — 2 + i(\ — 4í). La curva en el plano w a la que se lleva esta 
recta tiene la ecuación 


w = = [3í - 2 + ¿(1 - 4í)} 2 = (3/ - 2) 2 - (1 - 4r) 2 + 2(3í - 2)(1 - 4 t)i 

= 3 - 4r - lt 2 + (-4 + 22 1 - 24?)i 

Entonces, como w = u + iv, las ecuaciones paramétricas de la curva imagen son 

u = 3 - 4r - 7f 2 , v — —4 + 22 1 - 24 1 2 
Esta curva puede representarse en forma gráfica al dar diversos valores al parámetro t. 

2.3. Un punto P se mueve en dirección contraria a las manecillas del reloj en torno a una circunferencia en el 
plano z cuyo centro se encuentra en el origen y cuyo radio es 1. Si la función es w — z 3 , muestre que, cuando 
P realiza una revolución completa, la imagen de P en el plano w, P', realiza tres revoluciones completas en 
sentido contrario a las manecillas del reloj en torno a una circunferencia con centro en el origen y radio 1. 
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Solución 

Sea z = re' 6 . Entonces, en la circunferencia |z| = 1 [figura 2-8], r = 1 y z = e w . Por tanto, w = z 3 = (e ,e ) 3 = e 3 ' 6 . 
Si (p, <f>) son las coordenadas polares en el plano w, se tiene w = pe"^ = e 3 ‘ e , por lo que p = l y <fi = 36. 




Figura 2-8 


Figura 2-9 


Como p = 1, se sigue que el punto imagen P’ se mueve en el plano w sobre la circunferencia de radio 1 con 
centro en el origen [figura 2-9]. Asimismo, cuando P se mueve en sentido contrario a las manecillas del reloj en un 
ángulo 6. P’ se mueve en sentido contrario a las manecillas del reloj en un ángulo 36. Por tanto, cuando P completa 
una revolución, P’ completa tres revoluciones. En términos de vectores, esto significa que el vector O'P’ rota tres 
veces más rápido que el vector OP. 


2.4. Suponga que c\ y C 2 son constantes reales. Determine el conjunto de todos los puntos del plano z que se llevan 
a las rectas a) u = c\, b) v — c 2 en el plano w mediante la función w = ? 2 . Ilustre considerando los casos 
c, - 2, 4, -2, -4 y c 2 = 2, 4, -2, -4. 


Solución 

Se tiene w = u + iv= z 2 = (x + iy) 2 = x 2 — y 2 + 2ixy, de modo que u = x 2 — y 2 , v = 2xy. Entonces, las rectas u = c l 
y v = c 2 del plano w corresponden, respectivamente, a las hipérbolas x 2 — y 2 = Ci y 2 ;cy = c 2 del plano z, como se 
indica en las figuras 2-10 y 2 - 11 . 



Figura 2-10 


tc 

i 


(N 

I 


plano w 


R' 


S' 


P'o W' 


Q' 


r o x' 


V (N 
II 
a 


II 

a 


y'o z: 


U’o Y' 


Figura 2-11 


■ v-4 
. v=2 


. v=-2 

. v = -4 


2.5. Con los datos del problema 2.4, determine a) la imagen de la región del primer cuadrante limitada por 
x 2 — y 2 — — 2, xy — 1 , x 2 — y 1 — — 4 y xy — 2; b) la imagen de la región en el plano z limitada por todas las 
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ramas de x 2 — y 2 — 2 , xy = 1 , x 2 — y 2 — — 2 y xy — — 1 y c) las coordenadas curvilíneas del punto en el plano 

xy cuyas coordenadas rectangulares son ( 2 , — 1 ). 

Solución 

a) La región en el plano z es la indicada por la porción sombreada PQRS de la figura 2-10. Esta región se lleva a 
la región imagen P'Q'R'S' que se muestra sombreada en la figura 2-11. Hay que observar que la curva PQRSP 
se recorre en dirección contraria a las manecillas del reloj, y la curva imagen P'Q'R'S'P’ también se recorre en 
dirección contraria a las manecillas del reloj. 

b) La región en el plano z se indica por la porción sombreada PTUVWXYZ de la figura 2-10. Esta región se lleva 
a la región imagen P'T'U'V' que se muestra sombreada en la figura 2-11. 

Es interesante observar que mientras el límite de la región PTUVWXYZ se recorre sólo una vez, el límite de 
la región imagen P'T'U'V' se recorre dos veces. Esto se debe a que los ocho puntos P y W, T y X, UyY,VyZ 
del plano z se llevan a los cuatro puntos P' o W', T o X', U' o Y', V' o Z! , respectivamente. 

Sin embargo, cuando el límite de la región PQRS se recorre una sola vez, el límite de la región imagen se 
recorre también una sola vez. La diferencia se debe a que, al recorrer la curva PTUVWXYZP, se encierra el 
origen z = 0, mientras que al recorrer la curva PQRSP no se encierra el origen. 

c) u = x z — y 2 = (2) 2 — (— l ) 2 = 3, v = 2xy = 2(2)(— 1) = —4. Entonces las coordenadas curvilíneas son u = 3, 
v = —4. 

Funciones multivaluadas 


2.6. Sea w 5 =;y suponga que a un valor particular z — Z\ le corresponde w — w , . a) Si se parte del punto z\ del 
plano z [vea la figura 2 - 12 ] y se hace un circuito completo en dirección contraria a las manecillas del reloj en 
torno al origen, muestre que al volver a zi el valor de w es w¡e 2m / 5 . b) ¿Cuáles son los valores de w al volver 
a z,\, después de 2, 3,... circuitos completos en tomo al origen? c) Analice lo que se pregunta en los incisos 
a) y b) si las trayectorias no son en torno al origen. 



Figura 2-12 



Solución 

a) Se tiene que z = re‘ e , de manera que w = z 1 / 5 = rCV®/ 5 . Si r = y 8 = 6 h entonces w\ = r¡ / 5 e‘ e '^. 

A medida que el valor de 6 aumenta de dj a 0\ + 2i r, que es lo que ocurre al realizar un circuito completo 
en sentido contrario a las manecillas del reloj, en torno al origen, se tiene 

w = r ;/V(0.+2-)/5 = rl/ya/S* 2 -'/5 = Wie 2«</5 

b ) Después de dos circuitos completos en torno al origen, se encuentra 

w = r \ /5 e« e ' +4 ” )/5 = r\ /5 e ie ' /5 e 4 ™' 5 = w , e 4m ' /5 
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De manera similar, después de tres y cuatro circuitos completos en torno al origen, se tiene 


w = w\e bm / 5 y 


w = w\e im l 5 


Después de cinco circuitos completos, el valor de w es w¡e Wm / 5 = w¡, de manera que después de cinco revo¬ 
luciones completas en tomo al origen de nuevo se obtiene el valor original de w. Por tanto, el ciclo se repite 
[vea la figura 2-13]. 

Otro método. Como w 5 = z, se tiene arg - = 5 arg w, de donde 

Cambio en arg w = ^(Cambio en arg z) 


Entonces, si arg z aumenta 277, 47t, 6t r, 877, 1077, ..., arg w aumenta 2 ir /5, Air /5, 677/5, 877/5, 277, ... y se 
llega así al mismo resultado de los incisos á) y b). 

c) Si la trayectoria no encierra al origen, el aumento de arg z es cero y por ende el aumento de arg w es también 
cero. En este caso, el valor de w es w 1 , sin importar el número de circuitos realizados. 


.7. a) Explique por qué, en el problema anterior w, puede considerarse una colección de cinco funciones uní¬ 
vocas de z. 

b) Explique, en forma geométrica, la relación entre estas funciones unívocas. 

c) Muestre en forma geométrica cómo es posible restringirse a una determinada función unívoca. 


Solución 

a) Como w 5 = z = re‘ e = re l( ^ +2kv \ ¿ on( j e /, es un entero, se tiene 

w = r 1 / 5 ^^ 2 * 77 )/ 5 = /-C 5 { co s(0-|- 2¿7r)/5 + /sen(0+ 2¿7r)/5) 

y por tanto, w es una función de z con cinco valores, los cuales están dados por k = 0, 1, 2, 3, 4. 

De manera equivalente, w puede considerarse una colección de cinco funciones unívocas, a las que se les 
conoce como ramas de la función multivaluada, al restringir 6 de manera adecuada. Entonces, por ejemplo, se 
escribe 


w = r 1/5 ( eos 9/5 + i sen 0/5) 

donde se consideran los cinco intervalos posibles para 0, que son 0 < 0 < 2tt, 2tt < 0 < 4ir, ... , 877 < 0 < 1077; 
el resto de los intervalos da repeticiones de estos intervalos. 

El primer intervalo, 0 <0 < 2tt, suele conocerse como rango principal de 0 , y corresponde a la rama principal 
de la función multivaluada. 

También pueden tomarse otros intervalos para 0 de longitud 277 ; por ejemplo, < 0 < 3tt, etcé¬ 

tera, al primero de los cuales se le considera el rango principal. 

b) Se parte de la rama principal 

w = r 1,/5 (cos 0/5 + i sen 0/5) 

donde 0 < 0 < 2tt. 

Después de un circuito completo en el plano z en torno al origen, 9 aumenta 277, con lo que se obtiene otra 
rama de la función. Después de otro circuito completo en torno al origen se obtiene otra rama de la función; 
así hasta encontrar las cinco ramas, después de lo cual se vuelve a la rama (principal) original. 

Como al rodear sucesivamente z = 0 se obtienen diferentes valores de/(z), a z = 0 se le llama punto de 
ramificación. 

c) Es posible restringirse a una determinada función unívoca, por lo general a la rama principal, si se tiene el 
cuidado de no recorrer más de un circuito en torno al punto de ramificación, es decir, al restringir 9 de manera 
adecuada. 

En el caso del rango principal 0 < 9 < 2tt, esto se logra al trazar un corte, que se indica mediante AO en 
la figura 2-14, llamado línea de ramificación, en el eje real positivo, con objeto de no ir más allá de este corte 
(si se va más allá de este corte se obtiene otra rama de la función). 

Si se elige para 6 otro intervalo, la línea de ramificación o corte será otra recta del plano z que salga del 
punto de ramificación. 
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CAPÍTULO 2 Funciones, límites y continuidad 


Para algunos propósitos, como se verá más adelante, resulta útil considerar la curva de la figura 2-15, de la 
cual la figura 2-14 es un caso límite. 



Figura 2-14 


Funciones elementales 

2.8. Demuestre que a) e zi ■ e Z2 = e z ' +zi , b) \e z \ = e x 



Figura 2-15 


y c) e z+2kzri = e z , k = 0, ±1, ±2, ... 


Solución 

a) Por definición, e z = e l (cos y + i sen v), donde z = x + iy. Entonces, si z\ = x¡ + iy¡ y z 2 = x 2 + iy 2 , 

e z¡ ■ e Zl = e^’ícosyi + ¡senyi) • e r2 (cosy 2 + iseny 2 ) 

= e x ' ■ e^ícosy! + i senyi)(cosy 2 -|- tseny 2 ) 

= e* 1+ * 2 {cos(yi + y 2 ) + i senlj! + y 2 )} = e Zl+Z2 

b ) \e z \ = |e l (cos y + i sen y)| = |e*| |cos y + i sen v| = e* ■ 1 = e* 

c) De acuerdo con el inciso a), 

e z+2 km = e z e 2k7TI = e z (cos2kv + isen2kTr) = e z 
Esto muestra que la función e z tiene periodo 2 km. En particular, tiene periodo 27 tí. 


2.9. Demuestre: 

a) sen 2 z + eos 2 z = 1 c) sen(z,-|- zi) = senzicosz 2 + coszi senz 2 

b) e lz = cosz + ¿senz, e~ K = cosz — isenz d) cos(zi + zi) = coszi cosz2 — senzisenz2 

Solución 

giz _ £ ^ 

Por definición, sen z =-_ .-, eos z =---. Entonces 


á) 


b) 


sen 2 


z + eos 2 z = 






,2 iz 


-2 + e 


—2 i¿ 


,2 iz 


+ 2 + e 


—2 iz 


= 1 


e ,z — e ,z = 2i senz 
e ,z + e~ ,z = 2 eos z 


(1) 

(2) 
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Problemas resueltos 


Se suman (1) y (2): 

Se resta (1) de (2): 


2e lz = 2 cosí; + 2/senz y e' z = eos z + i sen z 


c) sen(zi + z 2 ) = 


2e lz = 2 eos z — 2 i sen z y e lz = eos z — i sen z 
e ‘(z i+I 2 ) _ g-ifa+íí) gréi . e ‘z 2 _ g -iz i . g -iz2 


2 i 2 i 

(coszi + /senzi)(cosz 2 + ¿senz 2 ) — (coszi— i senzi)(cosz 2 — ísenz 2 ) 

2 i 


= senziCosz 2 + cosz[ senz 2 

e Kz 1+Z2) + e -Í(z,+Z 2 ) gKl . giz 2 + g-«l . g-fe 

«) cos(zi + z 2 ) =---=- - - 

_ (coszi + i senzi)(cosz 2 + ¿senz 2 ) + (coszi - ¿senzi)(cosz 2 - ¡senz 2 ) 
“ 2 
= coszi eos z 2 — senzi senz 2 


2.10. Compruebe que los ceros de a) sen z y b) eos z son números reales, y determínelos. 


Solución 

e iz — e~ iz 

a) Si senz =-= 0, entonces e ,z = e~ ,z o e 2,z = 1 = e 2km , k = 0, +1, +2, .... 

2 i 

Por tanto, 2 iz = 2km y z = kir, es decir, z = 0, + tt, ±2tt, +3t t, ... son los ceros. 

b ) Si cosz = É —— = 0, entonces e lz = — e~ ,z o e 2lz = —1 = e { - 2k+l)7T \ k = 0, +1, +2, .... 

Por tanto, 2 iz = (2 k + 1 )tt¡ y z = (k + es decir, z = + 17-/2, +3ir/2, +5ir/2, ... son los ceros. 


2.11. Demuestre que a) sen(— z) = —sen z, b ) eos(—z) = eos z y c) tan(—z) = —tan z. 


Solución 

a) sen(—z) = 
£>) cos(—z) = 
c) tan(-z) = 


2 i 

,K-z) + e -K-z) 


2 i \ 2 i 

e~ lz + e lz e lz + e~ 


— o-'?- 


— —senz 


■ = eos z 


sen(-z) -senz . . . . 

-=-= —tanz con los incisos a) y b). 

eos (—z) cosz 


A las funciones de z con la propiedad de que/(—z) = — /(z) se les llama funciones impares, y a las que 
tienen la propiedad de que/(—z) = /(z), funciones pares. Así, sen z y tan z son funciones impares, mientras 
que eos z es una función par. 


2.12. Compruebe: a) 

b) 

c) 

d ) 


1 — tanh 2 z = sech 2 z 
sen iz = i senh z 
eos iz — cosh z 

sen(;r + iy) = sen x cosh y + i eos x senh y 


Solución 

a) Por definición, cosh z = 


C Z € Z C Z — £ Z 

-, senh z =-. Entonces 

2 2 


cosh 2 z — senh 2 z = 


e z + e 


e~ — e 

~2T 


z \ 2 ¿z 


e Zz + 2 + e~ Lz e Lz - 2 + é 


-2z 


= 1 
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CAPÍTULO 2 Funciones, límites y continuidad 


Al dividir entre coslr z. 


cosh 2 z — senh 2 z 
cosh 2 z 


cosh 2 z 


o 1 — tanh 2 z = sech 2 z 


b ) sen iz = - 


2 i 


2 i 


e — e 
2 


= i senh z 


e m) + e -m e ~z + e z e z + e -z 

c) eos iz = -=-=-= cosh z 

2 2 2 

d ) De acuerdo con el problema 2.9 c) y con los incisos b) y c), se tiene 

sen(x + iy) = sen x eos iy + eos x sen iy = sen x cosh y + i eos x senh y 


2.13. a ) Suponga que z = e w , donde z = r( eos 9 + i sen 9) y w = u + iv. Muestre que u — lnryv—9 + 2 Ictt, 

k = 0, +1, + 2, ... de manera que w — ln z — ln r + i(9 + 2kTr). b) Determine los valores de ln(l — i). 
¿Cuál es el valor principal? 

Solución 

a) Como z = r(cosd + i sen 9) = e w = e u+,v = e"(cos v + i sen v), se igualan las partes reales y las partes 
imaginarias, 

e“ eos v = r eos 9 (1) 

e" sen v = r sen 9 (2) 

Se elevan al cuadrado (1) y (2), y al sumarlos se encuentra e 2 " = r 2 o e“ = r y u = ln r. Entonces, de acuerdo con 

(1) y (2), r eos v = r eos 9, r sen v = r sen 9, de donde v = 9 + 2kTT. Por tanto, w=u + iv=\nr + i{9 + 

2/nr). 

Si z = e w , entonces w = ln z. Se ve así que ln z = ln r + i(9 + 2kir). Una manera equivalente de decir lo 

mismo es ln z = ln r + i9, donde 9 puede tomar una cantidad infinita de valores, los cuales difieren entre sí 

en 2 t r. 

Observe que formalmente ln z = ln (re ,e ) = ln r + i9 según las leyes de los logaritmos reales ya conocidas 
de las matemáticas elementales. 

b) Como 1 — i = \Í2 e 7m / 4 + 2í ' m , se tj ene j n (i _ ¡) = ]n a/2 + + 2km^j = -ln2 + —— + 2kiri. 

El valor principal es - ln 2 + que se obtiene con k = 0. 

2.14. Demuestre que/(z) = luz tiene un punto de ramificación en z — 0. 


Solución 

Se tiene ln z = ln r + i9. Suponga que se parte de un punto zi ^ 0 del plano complejo, para el que r = íq y 9 = 9\, 
de manera que ln z¡ = 1 n r, + i9¡ [vea la figura 2-16]. Entonces, después de una vuelta completa alrededor del 
origen en dirección positiva, o en dirección contraria a las manecillas del reloj, al volver a zi se encuentra que 
r = r \ Y b = 9i + 2tt, de manera que ln zj = ln r j + i(9\ + 27r). Por tanto, se está en otra rama de la función, y 
z = 0 es un punto de ramificación. 



Figura 2-16 
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Problemas resueltos 


Las vueltas o circuitos posteriores en tomo al origen llevan a otras ramas, y (a diferencia del caso de funciones 
como z 1 / 2 o z 1 / 5 ) nunca se vuelve a la misma rama. 

Se sigue que ln z es una función multivaluada de z con una cantidad infinita de ramas. A la rama de ln z que es 
real cuando z es real y positiva se le llama rama principal. Para obtener esta rama se requiere que 0 = 0 cuando 
z > 0. Para esto, se toma ln z = ln r + id, donde 0 se elige de manera que 0 < 0 < 277 o — tt < 0 < tt, etcétera. 
Como generalización, se observa que ln (z — a) de un punto de ramificación en z = a. 

2.15. Considere la transformación w — ln z. Muestre que a ) las circunferencias, en el plano z, con centro en 
el origen se llevan al plano w como rectas paralelas al eje v, b) las rectas o rayos del plano z que parten 
del origen se llevan al plano w como rectas paralelas al eje u y c) el plano z se lleva a una franja de amplitud 
277 en el plano w. Ilustre el resultado gráficamente. 

Solución 

Se tiene w = u + iv=lnz = lnr + id de manera que u = ln r y v = 0. 

Como rama principal se elige w = ln r + id, donde 0 < 0 < 2tt. 

a) Las circunferencias con centro en el origen y radio a tienen como ecuación \z\ = r = a. Éstas se llevan a 
rectas en el plano w cuyas ecuaciones son u = ln a. En las figuras 2-17 y 2-18 se muestran las circunferencias 
y las rectas correspondientes a a = 1/2, 1, 3/2, 2. 



b ) Las rectas o rayos que en el plano z salen del origen (punteados en la figura 2-17) tienen como ecuación 0 = a. 
Estas rectas se llevan al plano w como rectas (punteadas en la figura 2-18) cuyas ecuaciones son v = a; se 
muestran las rectas correspondientes a a = 0, 77 / 6 , tt/3 y ir/2. 

c) Correspondiente a cada punto P del plano z definido por z^fly con coordenadas polares (r, 0), donde 
0 < 0 < 277, r > 0 [como en la figura 2-19], existe un punto P' en la franja de amplitud 2ir que se indica con 
líneas punteadas en la figura 2-20. De manera que el plano z se lleva a esta banda. El punto z = 0 se lleva a 
un punto de esta banda, al que a veces se le llama punto al infinito. 

Si 0 es tal que 2ir < d < 4ir, el plano z se lleva a la franja 2tt < v < 4ir de la figura 2-20. De manera 
similar se obtienen las demás franjas que se muestran en la figura 2-20. 
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CAPÍTULO 2 Funciones, límites y continuidad 


Se sigue que, dado un punto z ^ 0 en el plano z, existe una cantidad infinita de puntos imagen en el plano 
w que corresponden a ese punto. 



plano w 
V 


tp' 

*P' 


_V= 

J¿=2k_ 
v= 0 


171 

27T 


• P' 


u 


Figura 2-19 Figura 2-20 

Hay que observar que si se hubiera tomado 6 en otro intervalo de modo que — ir < 0 < ir, tt < 9 < 3n, 
etcétera, las franjas de la figura 2-20 se habrían desplazado verticalmente una distancia ir. 


2.16. Suponga que se elige como rama principal de sen 1 z la rama en la que sen '0 = 0. Compruebe que 

sen -1 z = t ln^í'z + V 1 — z 2 j 

Solución 

e iw _ e -iw 

Si w = sen 1 z , entonces z = sen w =-, de donde 

2 i 


Se despeja, 


é w - 2 iz - e~ iw = 0 o e 2iw - 2ize™ -1=0 


2 iz ± ^4 — 4 z 2 


= iz ± vT" 


■ z 2 = iz + 




pues +V1 — z 2 queda implicado por Vi — zr ■ Ahora, e ,w = e‘ (w 2k7T \ k = 0, +1, + 2, ... de manera que 
e i(w-2kif) — i z + .y /1 _ ¿2 o w = Ikir + \ ln^/z + Vi — z 2 ^ 

La rama para la que w = 0 cuando z = 0 se obtiene con k = 0, de donde se encuentra, como se buscaba, 

w = sen -1 z = Tln^'z-I- \/l — z 2 ) 

2.17. Suponga que se elige como rama principal de tanh 1 z aquella en la que tanh 1 0 = 0. Demuestre que 


Solución 

Si w = tanh^ 1 z, entonces z 

(1 - z)e w = (1 + z)e~ w o e 2w = (1 + z)/(l - z) 


tanh 1 z = - ln 


senh w e — e , , 

= tanh w = -=-, de donde 

cosh w e w + e~ w 
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Problemas resueltos 


Como e 2w = e 2(w kn '\ se tiene 


¿2{w—km) _ !±i o W = km 


1 - Z 




La rama principal es la rama para la que k = 0, y conduce al resultado buscado. 

2.18. a) Suponga que z — re‘ e . Compruebe que z‘ — e _ ( e + 2far ){cos(ln r) + i sen(ln r)}, donde k = 0, +1, +2, ... 

b) Suponga que z es un punto en la circunferencia unitaria con centro en el origen. Demuestre que z l representa 
una cantidad infinita de números reales y determine el valor principal. 

c) Encuentre el valor principal de i'. 

Solución 

a) Por definición, 

_ gilnz _ e i{\nr+i{B+2kif)) 

= e íln '-< e + 2 ^) = e~ ie+ 2 kn) {cos(\nr) + ¿sen(lnr)} 

La rama principal de la función multivaluada f(z) = z l se obtiene con k= 0, y está dada por e -e {cos(ln r) + 
i sen(ln r)}, donde 6 se escoge de manera que 0 < 9 < 2tt. 

b ) Si z es cualquier punto en la circunferencia unitaria con centro en el origen, entonces \z\ = r = 1. Por tanto, 
de acuerdo con el inciso a), como ln r = 0, se tiene ¿ = e -(0+ 2 ^), que representa una cantidad infinita de 
números reales. El valor principal es e~ e , donde 6 se elige de manera que 0 < 0 < 2 t t. 

c ) Por definición, i 1 = e' ln ' = e ú‘(^/ 2 + 2i ^)l = e -(ir/2+2kv)^ p Ues ¡ —gAirli+ikn) y ¿ = í(tt/ 2 + Ikir). 

El valor principal es e~ n ! 2 . 

Otro método. De acuerdo con el inciso tí), como z = i se encuentra en la circunferencia unitaria con centro 
en el origen y 6 = tt/2, el valor principal es e -7r / 2 . 


Puntos de ramificación, líneas de ramificación, superficies de Riemann 

2.19. Sea w =f(z) — (z 2 + 1 ) l/2 . a ) Muestre que z — +i son puntos de ramificación de f(z). b) Muestre que una 
vuelta completa en torno a ambos puntos de ramificación no produce ningún cambio en las ramas de/(z). 

Solución 

a) Se tiene w = (z 2 + 1) 1 /2 = {(z — i)(z + i)} 1 / 2 . Entonces, arg w = ^arg(z — i ) + ^arg(z + i ) de manera que 

Cambio en arg w = \ {Cambio en arg(z — i)} + | {Cambio en arg(z + í)} 

Sea C [figura 2-21] una curva cerrada que encierre al punto i pero no al punto —i. Entonces, a medida que el 
punto z da una vuelta completa por C en contra de las manecillas del reloj, 

Cambio en arg(z — i ) = 2-77, Cambio en arg(z + i ) = 0 

de manera que 

Cambio en arg w = tt 

Por tanto, w no vuelve a su valor original, es decir, hubo un cambio de rama. Como una vuelta completa en 
torno a z = i modifica las ramas de la función, z = i es un punto de ramificación. De manera similar, si C es 
una curva cerrada que encierra al punto —i pero no a i, se muestra que z = —i es un punto de ramificación. 

Otro método 

Sea z — i = rie ,e \ z + i = r 2 e lB ' í . Entonces 

w = { r] r 2 e i(e ' +<h) }^ 2 = y7¡F 2 e ie '' 2 e ie ^ 2 

Suponga que se empieza con un determinado valor z correspondiente a 0, = a\ y 0 2 = a 2 . Entonces 
w = ^/r\r 2 e ,a 'l 2 é ai l 2 . A medida que z da una vuelta en sentido contrario a las manecillas del reloj en torno a 
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CAPÍTULO 2 Funciones, límites y continuidad 



i, 9 1 aumenta a aq + 2i t, mientras 0 2 permanece igual, es decir, 0 2 = oc 2 . Por tanto, 

w = y?Toe'' ( “ 1+27r)/2 e í “ 2/2 

lo que muestra que no se obtiene el mismo valor de w, es decir, hubo un cambio de rama, lo que indica que 
z = í es un punto de ramificación. 


a) 



Figura 2-21 



Si C encierra los dos puntos de ramificación z = +i, como en la figura 2-22, entonces, a medida que el punto 
z se mueve por C en sentido contrario a las manecillas del reloj, 


Cambio en arg (z — 1) = 2-77 
Cambio en arg (z + 1) = 2-77 


de manera que 


Cambio en arg w = 2ir 

Así. una vuelta completa en torno a los dos puntos de ramificación no da lugar a ningún cambio de rama. 
Otro método 

En este caso, de acuerdo con el segundo método del inciso a), 6 i aumenta de a l a oq + 2tt mientras 0 2 
aumenta de a 2 a a 2 + 2tt. Por tanto, 

w = yF^¡e' Xa ‘ +27r)/2 e i(a2+27r)/2 = yF^e iai/2 e ia2/2 


y no se observa ningún cambio de rama. 


2.20. Determine líneas de ramificación para la función del problema 2.19. 

Solución 


Como líneas de ramificación pueden tomarse las que se indican mediante una línea más gruesa en la figura 2-23 
o 2-24. En ambos casos, si no se cruzan estas líneas más gruesas, se asegura que la función sea unívoca. 


plano z 


plano z 


y 


x 



Figura 2-23 


Figura 2-24 
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Problemas resueltos 



2 . 21 . Analice la superficie de Riemann de la función del problema 2.19. 

Solución 

Pueden tenerse varias superficies de Riemann que correspondan a las figuras 2-23 o 2-24 del problema 2.20. Si se 
toma la figura 2-23, por ejemplo, hay que imaginar que el plano z consta de dos capas sobrepuestas, una encima 
de la otra, y que estas capas se cortan a lo largo de las líneas de ramificación. Después se unen los bordes opuestos 
del corte y se obtiene así una superficie de Riemann. Si se da una vuelta completa en torno a z = i se empieza 
sobre una rama y se termina en la otra. Pero, si se da una vuelta en torno a los dos puntos, z = i y z = —i, no habrá 
ningún cambio de rama. Esto coincide con el resultado del problema 2.19. 

2 . 22 . Analice la superficie de Riemann de la función/(z) = ln z [vea el problema 2.14]. 

Solución 

En este caso, hay que imaginar que el plano z consta de una cantidad infinita de capas sobrepuestas una sobre la 
otra y que se cortan a lo largo de la línea de ramificación que parte del origen z = 0. Después, cada borde del corte 
se une con el borde opuesto de una capa adyacente. Entonces, cada vez que se da una vuelta en torno a z = 0, se 
llega a otra capa que corresponde a una rama diferente de la función. La colección de estas capas es la superficie 
de Riemann. En este caso, a diferencia de lo que ocurre en los problemas 2.6 y 2.7, las sucesivas vueltas comple¬ 
tas nunca llevan de regreso a la rama original. 

Límites 

2 . 23 . a) Suponga que /(z) — z 2 . Compruebe que lím.^ zo f(z) = z ( 2 . 

b) Encuentre lím^/Cz) si/(z) = I 2 " Z * Zo . 

I U Z = Zo 

Solución 

a) Hay que mostrar que, dado un e > 0, puede hallarse un § (que generalmente depende de e) tal que \z 2 — zjjl < e 
siempre que 0 < |z — z 0 | < S. 

Si 8 < 1, entonces 0 < \z — Zol < 8 implica que 

|z 2 - ZqI = |z - zollz + zol < S|z - zo + 2zol < S{|z - z 0 | + |2z 0 |} < 8(1 + 2|z 0 |) 

Se toma5 como 1 o e/(l +2|z 0 1), el que sea menor. Entonces, se tiene |z 2 — zjj| < e siempre que |z — z 0 | < 5, 
con lo que se llega al resultado buscado. 

b) No hay diferencia entre este problema y el del inciso a), pues en ningún caso se considera z = Zo. Por tanto, 
lím.^^ /(z) = Zq. Observe que el límite de f(z) cuando z —> Zo no tiene nada que ver con el valor de /(z) 
en zo- 

2 . 24 . Interprete en forma geométrica el problema 2.23. 

Solución 

a ) La ecuación w = /(z) = z 2 define una transformación o llevado de puntos del plano z en puntos del plano w. 
En particular, suponga que el punto z 0 se lleva al punto wq = Zq- [Vea figuras 2-25 y 2-26.] 


plano z plano w 



Figura 2-25 Figura 2-26 
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CAPÍTULO 2 Funciones, límites y continuidad 


En el problema 2.23a) se prueba que, dado un e > 0, puede hallarse un 5 > 0 tal que |w — w 0 | < e siempre que 
|z — z 0 | <5- Geométricamente, esto significa que si se desea que w esté en el interior de un circulo de radio e [vea la 
figura 2-26] debe elegirse 5 [que depende de e] de manera que z esté en el interior de un círculo de radio 5 [vea 
la figura 2-25]. De acuerdo con el problema 2.23a), esto es posible si 5 es el menor de 1 y e/(l +2|zo|). 
b ) En el problema 2.23a), w = vv 0 = Zq es la imagen de z = Zo- Sin embargo, en el problema 2.23 b), w = 0 es la 
imagen de z = Zq- Excepto por esto, la interpretación geométrica es idéntica a la del inciso a). 


„ 3z 4 - 2z 3 + 8z 2 - 2z + 5 

2.25. Demuestre que lim-= 4 + 4i. 

z->¡ Z—i 

Solución 

Hay que mostrar que para todo e > 0 puede hallarse un 5 > 0 tal que 
3z 4 - 2z 3 + 8z 2 - 2z + 5 


z — i 


(4 + 4¡) 


< e cuando 0 < |z — i\ < 8 


Como z i, se escribe 

3z 4 - 2z 3 + 8z 2 - 2z + 5 [3z 3 - (2 - 3 i)z 2 + (5 - 2 i)z + 5 i] [z - i] 


z — l 


z — l 

= 3z 3 - (2 - 3¿)z 2 + (5 - 2i)z + 5 i 


al cancelar el factor común z — i 0. 

Entonces, hay que mostrar que para todo e > 0 puede hallarse un 5 > 0 tal que 


|3z 3 — (2 — 3i)z 2 + (5 — 2i)z — 4 + ¿| < e cuando 0 < |z — /| < 8 

Si 8 < 1, entonces 0 < |z — ¿| < 8 implica 

|3z 3 - (2 - 30z 2 + (5 - 2i)z - 4 + ¿| = |z - /||3z 2 + (6 i — 2)z — 1 — 4i| 

= |z — i| |3(z — i + O 2 + (6 ¿ — 2)(z — i + i) — 1 — 4¡| 

= |z - /||3(z - O 2 + (12/ - 2)(z - 0 - 10 - 6i| 

< 5{3|z — ¿| 2 + |12i — 2||z — i| + | —10 — 6¡|] 

< 5(3 + 13 + 12) = 285 


Se toma 5 como el menor de 1 y e/28, y se llega al resultado buscado. 

Teoremas sobre límites 


2.26. Suponga que existe lím^^/(z). Compruebe que debe ser único. 

Solución 

Hay que mostrar que si lím.^ Zo /(z) = l\ y lím-^- o /(z) = 0, entonces 0 = Z 2 . 

Por hipótesis, dado un e > 0, puede hallarse un 5 > 0 tal que 

1 f(z) - h\ < e /2 cuando 0 < |z — z 0 | < 5 
[/(z) - / 2 | < e/2 cuando 0 < |z — z 0 | < 5 

Entonces 

\h ~ h\ = \h ~ /(z) +/(z) — Z 2 | < |Zi — /(z)| + |/(z) — Z 2 | < e/2 + e/2 = e 

es decir, |/i — / 2 | es menor que cualquier número positivo e (tan pequeño como se desee) y, por tanto, debe ser 
cero. De manera que li = Z 2 . 
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2.27. Suponga que lím, g(z) — B ¥= 0. Demuestre que existe 8 > 0 tal que 

|g(z)l > \\B\ para 0 < |z — z 0 | < S 

Solución 

Como lím.^ Zo g(z) = B, puede hallarse un S tal que |g(z) — B\ <k |5| para 0 < |z - z 0 | < 8 . 

Se escribe B = B — g(z) + g(z) y se tiene 

|B| < I B- g(z)| + |g(z)| < \\B\ + |g(z)| 

es decir, 

|5| < \\B\ + |g(z)| de donde |g(z)| > \\B\ 

2.28. Dados lím, = A y lím,^ Zo g(z) — B, compruebe que 

a) lím z ^, o [f(z) + g(z)] = A + B, c) lím,^ Zo 1 /g(z)=l/B si B ¥= 0, 

b) lím z ^ Zo f(z)g(z) = AB, d) lím z ^ Zo f(z)/g(z) = A/B si B ¥= 0. 

Solución 

a) Hay que mostrar que para todo e > 0 puede hallarse un 8 > 0 tal que 

|[f(z) + g(z)] — (A + B)\ < e cuando 0 < |z - z 0 | < 8 

Se tiene 

| Lf(z) + g(z)] - (A+ B )| = |[/(z) - A] + [g(z) - B ]| < |/(z) - A| + \g(z) - B\ (1) 

Por hipótesis, dado un e > 0 pueden hallarse ¿q > 0 y 8 2 > 0 tales que 

|/(z) — A| < e/2 cuando 0 < |z - Zol < (2) 

|g(z) - B\ < e/2 cuando 0 < |z - z 0 | < 8 2 (3) 

Entonces, de acuerdo con (1), (2) y (3), 

|[/(z) + g(z)] - (A + B)\ < e/2 + e/2 = e cuando 0 < |z - z 0 | < 8 

donde <5 es el mínimo entre S ¡ y S 2 . 

b) Se tiene 

l/(z)*(z) - AB | = | f(z){g(z) -B}+ B{f(z ) - A)\ < \f(z)\\g(z) - B\ + |S||/(z) - A| 

< \m\\g(z) -B\+ (|fi| + 1)1 /(z) - A| (4) 

Como lím.^ Zo /(z) = A, puede hallarse tal que |/(z) — A| < 1 para 0 < |z — z 0 | < Por tanto, de acuerdo 
con las desigualdades en (4) de la página 3, sección 1.5, 

l/(z) - A| > |/(z)| - |A|, es decir, 1 > |/(z)| - |A| o |/(z)| < |A| + 1 

es decir, |/(z)| < P, donde P es una constante positiva. 

Como Ifni-_, Zr) g(z) = B, dado e > 0, puede hallarse 8 2 > 0 tal que \g(z.) — B\<e/2P para 

0 < |z - zqI < S 2 . 

Como lím.^ Zo /(z) = A, dado e > 0, puede hallarse S 3 > 0 tal que |/(z) - A\ < e/2(|5| + 1) para 
0 < |z z 0 | < 83 . 

Con esto en (4), se tiene 

\mg(z)-AB\<P^ + m + l)^ Tr e 
para 0 < |z — z 0 | < 8, donde 8 es el mínimo entre Si, 8 2 y 83, y con esto se completa la prueba. 
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CAPITULO 2 Funciones, límites y continuidad 


c) Hay que mostrar que para todo e > 0 puede hallarse un S > 0 tal que 


1 1 

g(z) B 


\g(z)-B\ 


< e cuando 0 < \z - zol < 8 


\B\\g(z)\ 

Por hipótesis, dado cualquier e > 0 es posible hallar un <5 ¡ > 0 tal que 

|g(z) - B\< \\B\ 2 e cuando 0 < |z - z 0 | < Si 

De acuerdo con el problema 2.27, como lím,^- o g(z) = B 0, puede hallarse un 5 2 > 0 tal que 

|g(z)l > \\B\ cuando 0 < |z - z 0 | < Sj 


( 5 ) 


Entonces, si 8 es el mínimo entre S! y S 2 , se escribe 

i 1 nl 1|D|2 

g(¿) B 


l^(-) B\ ^ 2 ^^ e _ e siempre que 0 < \z — zol < S 


|5||g(z)| \B\-\\B\ 


con lo que se demuestra lo deseado. 
d) De acuerdo con los incisos b) y c), 

f(z) ,, 
lim-= lim 

2^20 g{z) z-^za 


f(z) ■ -T 
g(z) 


= lím f(z) • lím -i- = A • -jj- = ^ 

z-^-zo z->zo g(z) B B 


Esto se comprueba también directamente [vea el problema 2.145]. 

Nota. En la prueba del inciso a) se usaron los resultados |/(z) — A| < e/2 y |g(z) — B | < e/2 de modo que el 
resultado final fuera \f(z) + g(z) — (A + B)| < e. Desde luego, esta prueba sería igualmente válida si se hubiera 
usado 2e [o cualquier otro múltiplo positivo de e] en lugar de e. Pueden hacerse observaciones similares para las 
pruebas de los incisos b), c) y d). 

2.29. Evalúe las expresiones de los incisos siguientes con los teoremas sobre límites: 

(2z + 3)(z — 1) 


a) lím^i + , (r — 5z + 10) b ) lím 


c) lím 


z 3 + ¡ 


- 2 i z 2 — 2z + 4 z 4 + Az 2 + 16 

Solución 

a) lím z _>i + ; (z 2 - 5z + 10) = lím z ^ 1+í z 2 + lím.^ 1+í (-5z) + lím.^i + , 10 

= (lím z ^i+¿ z)(lím z _ > i + ¡ z) + (lím-^i +/ -5)(lím z -»-i+í ¿) + lím„i +1 10 
= (1 + 0(1 + i) ~ 5(1 + /) + 10 = 5 - 3 i 

En la práctica, se omite el paso intermedio. 

(2z + 3)(z - 1) _ lím^-a (2 z + 3) lím^- 2 / (z - 1) _ (3 - 4Q(-2¿ - 1) _ 111. 

i z 2 — 2z + 4 lím z _>_ 2 ¡ (z 2 — 2z + 4) Ai 2 A 1 

c) En este caso, el límite del numerador y el límite del denominador son ambos cero y no pueden aplicarse los 
teoremas sobre límites. Sin embargo, al factorizar los polinomios se ve que 


lím 


z 3 + ¡ 


= lím 


(z + 2 )(z - 2 e 7rí / 3 )(z - 2 e 5m '/ 3 ) 


z 4 + 4z 2 + 16 (z — 2e m /3)(z — 2e 2 ™l 3 )(z _ 2e 4 m /3)(v — 2 e 5 m / 3 ) 

(z + 2 ) e m / 3 + 1 


= lím 


(j - 2e 2m 73)( z _ 2e 47r 73) 2(e 7 "/ 3 - e 2 ™/ 3 )^™/ 3 _ e 47ri/3) 

_ 3 _ V3 . 

“ 8 __ 8 ~' 

Otro método Como z 6 — 64 = (z 2 — 4)(z 4 + 4z 2 + 16), este problema equivale a encontrar 

„ (z 2 — 4)(z 3 + 8 ) „ z 2 — 4 e 2m '/ 3 _ i 3 ^3 

lím --- : -= lím —-=- : -- =- 1 


z->2e™'/3 


z 6 — 64 


z-> 2 e "/3 z 3 — 8 2 (e m — 1 ) 8 
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Problemas resueltos 


2.30. Compruebe que lím- , 0 (z/z) no existe. 

Solución 

Si este límite existiera, debería ser independiente de la manera en que z se aproxime al punto 0. 

Sea z —» 0 a lo largo del eje x. Entonces, y = 0 y z = x + iy = x y z = x — iy = x, de manera que el límite 
buscado es 

x 

lím - = 1 

x^OX 

Sea z —* 0 a lo largo del eje y. Entonces x = 0, y z = x + iy = iy y z = x — iy = — iy, de manera que el límite 
buscado es 

lím ^=—1 

y->0 iy 

Como no se obtiene el mismo resultado, el límite no existe. 


Continuidad 


2.31. a) Demuestre que /(z) = zr es continua en z — Zq. 


b) Compruebe que = 

Solución 


zr z=£z o 

0 Z = Zq 


, donde z 0 ¥= 0 , es discontinua enz= z 0 . 


a) Según el problema 2.23 a), iím z _^.f(z) = /(z 0 ) = z o y, por tanto,/(z) es continua en z = Zo- 

Otro método. Hay que mostrar que dado cualquier e > 0, puede hallarse un S > 0 (dependiente de e) tal que 
|/(z) —/(zo)| = I zr — Zq| < e cuando |z 2 — z 0 | < S. El modelo de este tipo de prueba se dio en el problema 
2.23 a). 

b) Según el problema 2.23 ti), lím-^ o /(z) = zjj, pero/(z 0 ) = 0. Por tanto, lím,^ o /(z) ¥= /(zo), por lo que/(z) 
es discontinua en z = Zo si z 0 ¥= 0 . 

Si z 0 = 0, entonces/(z) = 0; y como lím z „/(z) = 0 =/(0), se ve que la función es continua. 

3z 4 -2z 3 + 8z 2 -2z + 5 


2.32. ¿Es la función f(z) = 

Solución 


continua en z — i? 


z - l 


f(i ) no existe, es decir, f(x) no está definida en z = i. Por tanto,/(z) no es continua en z = i. 

Al redefinir/(z) de manera que/(i) = lím Z ^,¡f(z) = 4 + 4í (vea el problema 2.25), esta función se vuelve 
continua en z = ¡. En tal caso, se dice que z = í es una discontinuidad removible. 


2.33. Demuestre que si/(z) y g(z) son continuas en z = zo, también lo son 

a) ftz) + g(z), b) f(z)g(z) y c) IQ si g(z 0 ) ¥= 0 

giz) 

Solución 

Esto es consecuencia inmediata del problema 2.28 con A =/(zo). B = g(zo) y al reescribir 0 < |z — z 0 | < S como 
|z — zol < S, es decir, al incluir z = Zo- 

2.34. Compruebe que/(z) = z 2 es continua en la región |z| < 1 - 

Solución 

Sea z 0 un punto cualquiera en la región |z| < 1. De acuerdo con el problema 2.23 a),f(z) es continua en z 0 Por 
tanto,/(z) es continua en esta región porque es continua en cualquier punto de la misma. 
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CAPÍTULO 2 Funciones, límites y continuidad 

2.35. ¿Para qué valores de z son continuas las funciones siguientes? 

Solución 

a) /(z) = z/(z 2 + 1) = z/(z — i)(z + i). Como el denominador es cero cuando z = ± i, la función es continua 
en todas partes excepto en: = + i. 

tí) f(z) = esc z = 1 /sen z. De acuerdo con el problema 2.10 a), sen z = 0 para z = 0, +ir, +277, .... Por tanto, 
f(z) es continua en todas partes excepto en estos puntos. 

Continuidad uniforme 

2.36. Compruebe que/Tz) = ir es uniformemente continua en la región |z| < 1. 

Solución 

Hay que demostrar que dado un e > 0 puede hallarse un 8 > 0 tal que |z 2 — Zq | < e cuando |z — z 0 | < 8 , donde S 
sólo depende de e y no del punto z 0 de esta región de que se trate. 

Si z y Zo son dos puntos cualesquiera en |z| < 1, entonces 

|z 2 — ZqI = \z + zo\\z — Zol < {|z| + |zo|}|z-zol < 2|z-Zol 

Así, si |z — Zol < S, se sigue que |z 2 — Zq| < 25. Si se elige 5 = e/2, se ve que |z 2 — Zg| < e cuando |z — zol < t>, 
donde 5 depende únicamente de e y no de z 0 . Por tanto,/(z) = z 2 es uniformemente continua en esa región. 


2.37. Demuestre que/(z) = 1/z no es uniformemente continua en la región |z¡ < 1. 

Solución 


Método 1. 

Suponga que/(z) es uniformemente continua en esta región. Entonces, para toda e > 0 es posible hallar un 5, 
por ejemplo, entre 0 y 1, tal que |/(z) — /(zo)I < 6 cuando |z — z 0 | < 8 para todo z y z 0 de esta región. 


Sea z = 5 y z 0 = --. Entonces [z - zol 

1 + e 



S 

T+i 


—— 8 < 8 , 

1 + e 


Sin embargo, 


1 

1 


1 

1 + 6 

z 

zo 


5 

8 


5 


> e (pues 0 < 8 


< 1 ). 


Así, se tiene una contradicción, y se sigue que /(z) = 1/z no puede ser uniformemente continua en esta 
región. 

Método 2. 

Sean Zo y Zo + £ dos puntos cualesquiera de esta región tales que |z 0 + £ — z 0 | = |£| = 8 . Entonces 


\f(z 0 )-f(z 0 + D\ 


1 1 
Zo Zo + £ 


m _s_ 

I Zo 11 Zo + ¿”1 |zollzo + fl 


puede hacerse mayor que cualquier número positivo al elegir z 0 lo bastante cercano a 0. Por tanto, esta función 
no puede ser uniformemente continua en esa región. 


Sucesiones y series 


2.38. Investigue la convergencia de las sucesiones 


a) u„ = —, n = 1, 2, 3, ... y b) 


Wn - 


(i + ir 


Solución 


d) Los primeros términos de esta sucesión son i, —, —, 


r r 1 —i 

—, —, etc., oí,-, —, 

4 5 2 3 


1 

4’ 5 


.... Si se representan 

en forma gráfica estos puntos en el plano z puede sospecharse que el límite es cero. Para comprobar esto hay 
que mostrar que 


u„ — 1 1 = |¿"/n — 0| < e cuando n > N 


( 1 ) 
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Problemas resueltos 


Ahora 


| i n /n — 0 | = \i n /n\ = \i\ n /n = 1 /n < e cuando n > 1 /e 
Elijamos N = 1/e. Entonces se ve que (1) es verdad y que la sucesión converge a cero. 


b ) Considere 


U n -\-l 


(1 + i) n+l /(n + 1 ) 

Un 


(1 + i)"/n 


n 

n + 1 


|l+¿ 


ns /2 
n + 1 


Para toda n > 10 (por ejemplo), se tiene nV2/(n + 1 ) > 6/5 = 1 . 2 . Por tanto, |n„ +1 | > 1.2 |n„| para ;i > 10 , 
es decir, jn n | > 1 . 2 |n 10 |, |m 12 | > 1 . 2 |mh| > ( 1 . 2 ) 2 |;/ 10 |, y en general \u n \ > ( 1 . 2 )" 10 1 wio I ■ Se sigue que \u n \ 
puede hacerse mayor que cualquier número positivo previamente dado (sin importar cuán grande sea), por 
lo que el límite de \u„\ no puede existir y, en consecuencia, el límite de u n tampoco puede existir. Así, esta 
sucesión diverge. 


2.39. Dados lím„ „ x a n = A y lím„ „ x b n = B. Compruebe que lím„ >00 (a„ + b n ) = A + B. 

Solución 

Por definición, dado un e es posible hallar un N tal que 

| a n — A\ < e/2, \b n — B\ < e/2 para n> N 

Entonces, para n > N, 

|(a„ + b n ) — (A + B) | = \(a n — A) + ( b n — B) < \a n — A\ + | b„ — B\ < e 
lo que demuestra el resultado. 

Se observa que esta demostración es paralela a la de los límites de funciones [problema 2.28]. 


2.40. Compruebe que si converge una serie U\ + w 2 + + ■ ■ ■ , debe tenerse lím„_ >oc u n — 0. 

Solución 

Si S n es la suma de los n primeros términos de la serie, entonces S „ +1 = S n + u n . Por tanto, si lím, MOO S„ existe y 
es igual a S, se tiene lím,,^ S„ + i = lím,,^^ S n + lím,,^ u n o S = S + lím,,^ u n , es decir, lím,,^ u n = 0. 

Sin embargo, si lím„_. x u n = 0, puede ser que la serie no converja. Vea el problema 2.150. 

2.41. Demuestre que 1 + z + z 2 + Z 3 + • • ■ = 1/(1 — z) si |z| < 1. 

Solución 

Sea S n = 1 + z + z 2 H-h 

Entonces zS„ = z + z 2 -i -hz”~ 1 +z” 

1 - z n 

Se resta, (1 — z.)S„ = 1 — z" o S n = —- 

1 - z 

Si |z| < 1, entonces se sospecha que lím,,.,^ z n = 0. Para verificar esto, hay que mostrar que dado cualquier e > 0 
puede hallarse N tal que \z n — 0| < e para todo n > N. Es claro que el resultado es correcto si z = 0; por tanto, 
se considera z ^ 0. 

Ahora |z”| = |z|" < e cuando n ln z < ln e o n > (ln e)/(ln |z|) = N [pues, si |z| < 1, ln |z| es negativo]. Por 
ende, se encontró la N buscada y lím,,^ z" = 0. Así, 

\ — v n 1—0 1 

1 + z + z 2 H-= lím S„ = lint -—— = -= - 

n —>oo n —>oo [ — £ 1 — £ ] — £ 
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CAPÍTULO 2 Funciones, límites y continuidad 

La serie 


, a 

a + az + af H-= -- 

1 —z 

se conoce como serie geométrica con primer término igual a. a y razón z, y su suma es a/(l — z) siempre que |z| < 

1 . 

Problemas diversos 


2.42. Sea w = (z 2 + l) 1 / 2 . a) Si w = 1 cuando z — 0 y z describe la curva Cj que se muestra en la figura 2-27, 
encuentre el valor de w cuando z — 1. b) Si z describe la curva C 2 que se muestra en la figura 2-28, ¿el 
valor de w, cuando z= 1 , es el mismo que el obtenido en el inciso a)? 


Solución 

a ) De acuerdo con el problema 2.19, los puntos de ramificación de w = f(z) = (z 2 + l ) 1 / 2 = {(z — ¡)(z + i )} 1 / 2 
están en z = +¿. 




Sea (1) z — i = r¡e ‘ 0t , 2) z + i = r 2 e 102 . Entonces, como di y d 2 sólo están determinadas dentro de múltiples 
enteros de 2ttí, se escribe 

w = y7Tñe' m+(h)/2 e 2k7rí/2 = JF^e m+9ú/2 e k7ri (3) 

En la figura 2-27 [o con las ecuaciones (1) y (2)] se ve que cuando z está en 0, r¡ = 1, 0¡ = 3n/2 y r 2 = 1. 6 2 = 
tt/ 2. Como vv = 1 en z = 0 se tiene, de acuerdo con (3), 1 = e■*+ 1 )lr ‘ y se elige k = — 1 [o 1, —3, ...]. Entonces 

w = -sfñF 2 e i(01+ft) / 2 

A medida que z recorre Q de 0 a 1, rj cambia de 1 a -v/2, 0i cambia de 3 tt/ 2 a — tt/ 4, r 2 cambia de 1 a -v/2, 
0 2 cambia de tt/ 2 a 7 t/ 4. Entonces 

W = -yJ(V2)(Vl) e ‘W4+*/4)/2 _ 

¿>) Como en el inciso a), w = — s /r l r 2 e , ^ 6 ' +e2 ^ 2 . En la figura 2-28 se ve que, a medida que z recorre C 2 , /y cam¬ 
bia de 1 a ~J2, di cambia de 3 tt/ 2 a 7 tt/ 4, r 2 cambia de 1 a ~J2 y 0 2 cambia de tt/2 a tt/ 4. Entonces 

w = -V(V2XV2) e i(7 ’ r/4+ ’ r/ 4)/ 2 = V2 

que no es el mismo valor que el que se obtuvo en el inciso a). 
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Problemas resueltos 


2.43. Sea Vi -z 2 = 1 para z = 0. Muestre que, a medida que z varía de 0 a p > 1 a lo largo del eje real. Vi — Z 2 
varía de 1 a —iy/p 2 — 1 . 



Solución 

Considere el caso en el que z recorre la trayectoria ABDEF, donde BDE es una semicircunferencia como se 
muestra en la figura 2-29. En esta figura se ve que 

1 — z = 1 — x — iy = r eos 6 — ir sen 6 

de manera que V1 — z 2 = /(l — z)( 1 + z) = Vricos 6/2 — i sen 6/2) V 2 — reos 0+ir sen 6 

A lo largo de AB: z = x, r = 1 — x, 6 = 0 y Vi — z 2 = Vi — xVl + x = Vi — x 2 . 

A lo largo de EF: z = x,r = x - 1,0 = 77 y Vi — z 2 = —z'Vx — 1V* + 1 = — z'Vx 2 — 1. 

Por tanto, a medida que z varía de 0 [donde x = 0 ] a p [donde x = p]. Vi — z 2 varía de 1 a —z'Vp 2 — 1. 

2.44. Encuentre una función que lleve los puntos z = 0. +z, +2z, +3z, ... del plano z al punto w — 1 del plano 
w [vea las figuras 2-30 y 2-31]. 


plano z 


3 M 

y 

2 i i 

i ( 


0 ' 


-2/, 



Figura 2-30 


plano w 
v 


u 

•- 

1 


Figura 2-31 


Solución 

Como en el plano z estos puntos están igualmente espaciados, hay que considerar, debido al problema 2.15, una 
función logarítmica del tipo z = ln w. 

Ahora, si w = 1 = e 2k7rl , k = 0, +1, +2,..., entonces z = ln w = 2km, de manera que el punto w = 1 se lleva 
a los puntos 0 , +27 tí, +Aití, .... 

Sin embargo, si se considera z = (ln w)/2i r, el punto w = 1 se lleva a z = 0, + i, + 2i,... como se deseaba. Y 
a la inversa, por medio de esta función, los puntos z = 0 , + i, + 2 i ,... se llevan al punto w = 1 . 

Así, una función adecuada es z = (ln w)/2 tt o w = e l7rz . 
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CAPÍTULO 2 Funciones, límites y continuidad 



2.45. Dado lím„^ z n — l, demuestre que lím,,^ Re{ z n } = Re{/} y lím„_,. x Im(z„} = Im{/}. 

Solución 

Sea z n = x n + iy n y / = l\ + il 2 , donde x n , y n , y l h l 2 , son las partes reales e imaginarias de z„ y /, respectiva¬ 
mente. 

Por hipótesis, dado un e > 0 puede hallarse un N tal que I z n ~l\< e para n > N, es decir, 

\x„ + iy n — (/| + il 2 ) | < e para n> N 

o bien 

y( x„ — l\) 2 + (y„ — l 2 ) 2 < e para n > N 
De esto, necesariamente se sigue que 

\x„ ~ h\ < e y |y„ - l 2 1 < e para n > N 
es decir, lím,,^^ x n = ¿i y lím,,^^ y n = I 2 , como se buscaba. 


2.46. Compruebe que si |a| < 1, 

a) 1 + ¿¡¡eos 0 + a 2 eos 26 + a 3 eos 30+ ■ ■ ■ = 

b ) asen 6 + d sen20 + á sen 30+ • ■ ■ = 


1 — a eos 9 


1—2a eos 6 + a 2 
a sen 6 


1—2a eos 9 + ab¬ 


solución 

En el problema 2.41, sea z = ae‘ e . Esto es posible porque |¿| = |a| < 1. Entonces 

1 + ae ie + a 2 e 2ie + a 3 e 3ie +■■■= — 

1 — ae‘° 


o bien 


(1 + ucos 8 + a 2 eos 29+ ■ ■ •) + i(a sen 8 + ¿ sen 26 + ■ ■ ■) =- ^ 

1 — ae' d 


1 — ae ,e 
1 — ae~ ie 


1 — a eos 6 + ia sen 8 
\ —2a eos 9 + a 2 


Los resultados buscados se obtienen al igualar las partes reales y las imaginarias. 


PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


Funciones y transformaciones 

2.47. Sea w = f{z) = z(2 — e). Encuentre los valores de xv correspondientes a a) z = 1 + i, b) z = 2 — 2i 
y represente gráficamente, en los planos xv y z, dichos valores. 

2.48. Sea xv =f(z ) = (1 + z)/( 1 — z). Encuentre: fl)/(í) y b)f{ 1 — i) y represéntelos en forma gráfica. 

2.49. Suponga que f(z) = (2z +l)/(3z - 2), z + 2/3. Encuentre a) /(1/z) y b)f{f(z)}. 

2.50. a) Si xv = f(z) = (z +2)/(2z — 1), encuentre /(O), f(i), f(l + i), b ) Encuentre los valores de z tales que 
/(z) = ¡,/(z) = 2 — 3 i. c) Muestre que z es una función unívoca de xv. d) Encuentre los valores de z tales que 
/(z) = z y explique, en forma geométrica, por qué a estos valores se les llama puntos fijos o invariantes de la 
transformación. 
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Problemas complementarios 


2.51. Un cuadrado S en el plano z tiene sus vértices en (0, 0), (1, 0), (1, 1) y (0, 1). Determine la región del plano w a la 
que se lleva S mediante las transformaciones a) w = z 2 y tí) w = 1 /(z + 1). 

2.52. Analice el problema 2.51 si los vértices del cuadrado son (1, 1), (—1, 1), (—1, —1), (1, —1). 

2.53. En los incisos siguientes separe la parte real de la imaginaria, es decir, encuentre u(x, y) y v(x, y) tales que/(z) 

= u + iv: 

a)f(z) = 2z 2 - 3 iz, b)f(z ) = z + 1 /z, c)/(z) = (1 - z)/(l + z) y d)f(z) = z 1/2 . 

2.54. Suponga que/(z) = \/z = u + iv. Trace varios miembros de las familias u(x, y) = a y v(x, y) = (3, donde ay ¡3 
son constantes, y muestre que son familias de circunferencias. 


Funciones multivaluadas 

2.55. Sea w 3 = z y suponga que w = 1 corresponde a z = 1. a) Si se parte de z = 1 en el plano z y se da una vuelta 
completa en torno al origen en sentido contrario al de las manecillas del reloj, encuentre el valor de w después 
de la primera vuelta, al volver a z = 1. b) ¿Cuáles son los valores de w al volver a z = 1 después de 2, 3, 4, ... 
vueltas completas en torno al origen? Analice si las trayectorias de los incisos a) y b ) no son trayectorias en torno 
al origen. 

2.56. Sea w = (1 — z 2 ) 1 / 2 y suponga que, correspondiente a z = 0, se tiene w = 1. a) Si se parte de z = 0 en el plano z 
y se da una vuelta completa en sentido contrario al de las manecillas del reloj de manera que se incluya a z = 1 
pero no a z = —1, encuentre el valor de w después de la primera vuelta, al volver a z = 0. b) ¿Cuáles son los 
valores de w después de dar vueltas y vueltas? c) Repita los incisos a) y b) si en cada vuelta se incluye a z = — 1 
pero no a z = 1. d) Repita los incisos a) y b) si en cada vuelta se incluye tanto a z = 1 como a z = —l.é) Repita 
los incisos a) y b ) si en ninguna vuelta se incluye az = 1 niaz = — 1./) Explique por qué z = 1 y z = —1 son 
puntos de ramificación, g ) ¿Qué rectas pueden tomarse como líneas de ramificación? 

2.57. Encuentre dos puntos de ramificación y trace las líneas de ramificación de las funciones dadas. 
a)f(z) = {z/(l - z)} 1/2 , b)f(z) = (z 2 - 4) 1 / 3 y c)/(z) = ln(z - z 2 ). 

Funciones elementales 

2.58. Demuestre que a) e Zl /e z2 = e Zl ~ Zl y b) \e' z \ = e~ y . 

2.59. Compruebe que no puede haber ningún valor finito de z tal que e z = 0. 

2.60. Demuestre que 277 es un periodo de e' z . ¿Hay otros periodos? 

2.61. Encuentre todos los valores de z para los que a) e 3z = 1 y b) e Az = i. 

2.62. Compruebe que a) sen 2z = 2 sen z eos z, b ) eos 2z = eos 2 z - sen 2 z, c ) sen 2 (z/2) = j (1 — eos z) y 
d) cos 2 (z/2) = i(l + eos z). 

2.63. Demuestre que a) 1 + tan 2 z = sec 2 z y b) 1 + cot 2 z = esc 2 z. 

2.64. Sea eos z = 2. Encuentre á) eos 2z y b) eos 3z. 

2.65. Verifique que todas las raíces de a) sen z = a y tí) eos z = a. donde — 1 < a < 1 son reales. 

2 . 66 . Compruebe que si |sen z| < 1 para toda z, entonces |Im{z}| < ln(V 2 + 1 ). 

2.67. Muestre que a) sen z = sen z, b ) eos z = eos z y c) tan z = tan z. 

2.68. Dadas las funciones siguientes, encuentre u(x, y) y v(x, y) tales que/(z) = u + iv, es decir, separe la parte real 
de la imaginaria: a) f(z) = e" z , b)f(z) = eos z, c)f(z) = sen 2 z y d)f(z) = z 2 e 2z . 

2.69. Demuestre que a) senh (—z) = —senh z, b) cosh( —z) = —cosh z y c) tanh(—z) = —tanh z. 

2.70. Compruebe que a) senh(zi + Zj) = senh z\ cosh z 2 + cosh z\ senh z 2 , b) cosh 2z = cosh 2 z + senh 2 z y 
c) 1 — tanh 2 z = sech 2 z. 
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2.71. 

2.72. 

2.73. 

2.74. 

2.75 

2.76. 

2.77. 

2.78. 

2.79. 

2.80. 
2.81. 
2.82. 

2.83. 

2.84. 


CAPITULO 2 Funciones, límites y continuidad 

Pruebe que a) senh 2 (z/2) = | (cosh z — 1) y b) cosh 2 (z/2) = i (cosh z + 1). 

Encuentre u(x, y) y v(x, y) tales que a) senh 2 z = u + iv y b) z cosh z = u + iv. 

Encuentre los valores de a ) 4 senh(iri/3), b ) cosh(2fc + \)ttí/ 2, k = 0, +1, + 2, ... y c) coth 3ttí/4. 

( 1 V3 \ /4ir \ 

a) Muestre que ln I — —-— i 1 = I — + 2kzr I /, k = 0, +1, +2, ... y ¿>) ¿Cuál es el valor principal? 

Obtenga todos los valores de a) ln( —4), b) ln(3¡), c) ln(V3 — i) y en cada caso encuentre el valor principal. 
Muestre que ln(z — 1) = ^ln{(.r — l ) 2 + y 2 } + i tan -1 y/{x — 1) y dé las restricciones que puedan existir. 

Compruebe que á) eos -1 z = í ln(z + Vz 2 — 1) y b) cot -1 z = — ln í ~ ' j, e indique cualquier restricción que 

exista. 1 ^ l ' 

Demuestre que a ) senh -1 z = ln(z + Vz 2 + 1) y b) coth -1 z = -ln ^ 

Encuentre todos los valores de a) sen -1 2 y b) eos -1 i. 

Encuentre todos los valores de a ) cosh -1 i y b ) senh - 1 {ln(—1)}. 

Determine todos los valores de a) (1 + i)' y b) I v ' 2 . 

Encuentre a) Re{(l — i) 1 +’} y b) | 

Encuentre las partes real e imaginaria de z z , donde z = x + iy. 

Muestre que a)/(z) = (z 2 — l ) 1 / 3 y b) f(z) = z 1 / 2 + z 1 / 3 son funciones algebraicas de z. 


Puntos de ramificación, líneas de ramificación y superficies de Riemann 

2.85. Compruebe que z = +i son puntos de ramificación de (z 2 + I ) 1;/3 . 

( z + 2 \ 

~—- 1 . 
z — 2) 

2.87. Muestre que la superficie de Riemann de la función z 1 / 2 + z 1 / 3 tiene seis capas. 

2.88. Construya las superficies de Riemann de las funciones a) ln(z + 2), ¿>) sen -1 z y c)tan - 1 z. 

Límites 

2.89. a) Suponga que/(z) = z 2 + 2z. Demuestre que lím z ^ ; /(z) = 2 i — 1. 


b) Suponga que /(z) = 

z 2 — z + 1 — i 


z 2 + 2 z 
3 + 2/ 


z + i 
z = i 


Encuentre lím-^,/(z) y justifique su respuesta. 


2.90. Verifique que lím 


z—►!+* Z“ 


= 1 — ¿i, 

2z + 2 


1 


2.91. Dé un valor que parezca adecuado para a) lím ^ 
correcta. 


— z z 2 — 2 iz 

y b ) lim ^2 _i_ 4 e investigue si su respuesta 


2.92. Sean lím-^, o /(z) = A y lím-^ g(z) = B. Compruebe que a ) lím-^ (2/(z) — 3/g(z)} =2 A — 3iB y 
b) lím-^. o {p/(z) + ¿ 7 g(z)} = pA + qB, donde p y q son constantes. 

2.93. Sea lím-^ Zo /(z) = A. Demuestre que a) lím.^ Zo {/(z )} 2 = A 2 , b) lím z _, Zo {/(z )} 3 = A 3 . ¿Puede usted dar una 
expresión similar para lím-_, Zo {/(z)}"? ¿Hay alguna restricción que se deba imponer? 
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Problemas complementarios 


2.94. Evalúe las expresiones de los incisos siguientes con los teoremas sobre límites. En cada caso indique el teorema 
preciso que usa. 

(2z-3)(4z+¿) 


a) lím z ->. 2 i ( iz 4 + 3 z 2 - 10 i), 

J2 


C) 


lím 

z-^-i/2 


0 iz - l ) 2 


b) 


lím -, 

z-te*/* V + Z + 1 


d ) lím 


z 2 + 1 
z 6 + 1 


e) 


lím 

z->l+i 


Z — 1 — i 


z 2 — 2z + 2 


2.95. Encuentre lím (z — e m / 3 ) 

Z —> 6 ttí/3 


z 3 + 1 


2.96. Suponga que/(z) = 3z 2 + 2z. Verifique que lím 

Z—>Zq 


fiz)-fizo) 


2 z- 1 

2.97. Sea /(z) =-. Compruebe que lím 

3z + 2 h-y 0 


Z- Z0 
fizo + h) -fizo) 


— 6 zo + 2 . 
7 


siempre que z 0 ^ —2/3. 


h (3z 0 + 2 ) 2 

2.98. Demuestre que, restringiéndose a la rama de /(z) = \lzf + 3 para la que /(O) = \/3, 

V?T3-2 1 


lím- 

z->-l 


Z - 1 


, 2 2z 4 +1 

2.99. Explique lo que se quiere decir con las expresiones a) lím 1 /(z — i) = oo, tí) lím — - -— = 2. 

z-yi z-^oo -f- 1 

2.100. Muestre que a) lím ¡._, w /2 (sen z)/z = 2/t t y b) lím z 2 cosh 4z/3 = 

2.101. Muestre que, restringiéndose a la rama de/(z) = tanh~ 1 z en la que/(O) = 0, \ím 7 _^_ l f(z) = 3ttí/4. 


Continuidad 


z 2 + 4 


2.102. Sea /(z) = — si z 2?, mientras que/(2¡) = 3 + 4í. a) Compruebe que existe lím z _,¡/(z) y determine su 
valor, b) ¿Es continua/(z) en el punto z = 2¿? Explique, c) ¿Es continua/(z) en los puntos z ^ 2¡? Explique. 

2.103. Resuelva el problema 2.102 si/(2¿) se redefine igual a 4 í y explique por qué puede haber alguna diferencia. 

2.104. Compruebe que/(z) = z/(z 4 + 1) es continua en todos los puntos en el interior de la circunferencia |z| = 1 y sobre 
la misma excepto en cuatro puntos, y determínelos. 

2.105. Suponga que /(z) y g(z) son continuas en z = Zo- Demuestre que 3/(z) — 4 igiz) también es continua en z = Zo- 

2.106. Suponga que/(z) es continua en z = z 0 . Verifique que a) {/(z )} 2 y tí) {/(z )} 3 también son continuas en z = z 0 . 
¿Puede extenderse este resultado a {/(z)}", donde n es un entero positivo? 

2.107. Encuentre todos los puntos de discontinuidad de las funciones siguientes. 


3z 2 + 4 


/<a= - b)ñz)=^ 6 


i 


c)/(z) = cot z, d) fiz) = —secz 
z 


2z — 3 
z 2 + 2 z + 2 

2.108. Compruebe que/(z) = z 2 — 2z + 3 es continua en todas las partes del plano finito. 

z 2 + 1 


y e) f(z) = 


tanhz 
z 2 + 1 ' 


2.109. Demuestre que fiz) = 


z 3 +9 


es á) continua y tí) acotada en la región |z| < 2 . 


2.110. Verifique que si/(z) es continua en una región cerrada, es acotada en esa región. 

2.111. Compruebe que/(z) = 1/z es continua para toda z tal que |z| > 0 , pero que no es acotada. 

2.112. Demuestre que un polinomio es continuo en todas las partes del plano finito. 

z 2 + 1 


2.113. Muestre que fiz) = 


z 2 — 3z + 2 


es continua para toda z en el exterior de |z| = 2 . 
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CAPÍTULO 2 Funciones, límites y continuidad 

Continuidad uniforme 

2.114. Verifique que/(z) = 3z — 2 es uniformemente continua en la región |z| < 10. 

2.115. Compruebe que/(z) = 1/z 2 a) no es uniformemente continua en la región |z| < 1, pero tí) es uniformemente 
continua en la región j < |z| < 1. 

2.116. Demuestre que si f ( z ) es continua en una región cerrada 1 Z , es uniformemente continua en 1 Z . 


Sucesiones y series 

n 2 i n ( n in \ 

2.117. Verifique que a) lím —= -= 0 y tí) lím ———-- 1 = 1 — i. 

^ ^ «—>oo n 3 + l i\n + 3i n + 1/ 

2.118. Compruebe que para todo número complejo z, lím,,^ (1 + 3 z/n z ) = 1. 

( 1 + l\ tl 
—— ) = 0 . 

2 / 

2.120. Verifique que ni" no existe. 

2.121. Sea lím,,^ \u n \ = 0. Compruebe que lím,, —O0 u n = 0. ¿Es verdadera la aseveración inversa? Justifique su 
conclusión. 


2 . 122 . 

2.123. 


2.124. 

2.125. 

2.126. 

2.127. 

2.128. 


Sean lím,,^ a„ = A y lím,,^ b n = B. Demuestre que a) lím n ^„(a„ + b n ) = A + B, 
b) lím„_„(a n “ b n ) = A - B, c)\ím n ^Ja n b¿ = AB y d) \ím n ^a n /b n = A/B si B ¥= 0. 

Con los teoremas sobre límites, evalúe las expresiones de los incisos siguientes: 

in 2 — in + 1 — 3¿ ,- j- 

a) lim- ; -- c) lim + 2 i — ~Jn + / 


tí) lím 

n—>oo 


n->co (2 n + 4 i — 3)(n — i) 
(i n 2 + 3 i){n — i) 


in 3 — 3n + 4 — i 


Sea lím,,^ u n = /. Verifique que lím 


d) lím s/Ti{^/n + 2i — *Jn + i] 

+ u n 


n —^ oo 
U\ + U2 + 


= 1 . 


«—>oo n 

\2 


Compruebe que la serie 1 + i/3 + (i/3) 2 + ■ ■ ■ = 0/3)" 1 converge y encuentre su suma. 

Demuestre que la serie i — 2i + 3i — di + ■ ■ ■ diverge. 


Suponga que la serie a « c° nv e r g e a A y que la serie b n converge a B. Compruebe que XL7=i ( a « + t'^n) 
converge a A + iB. ¿Es verdadera la aseveración inversa? 

00 í o n 

Investigue la convergencia de ^ Tñp’ donde w = v^3 + i. 

«=i ^ 


Problemas misceláneos 

2.129. Sea w = {(4 — z)(z 2 + 4)} O 2 . Si w = 4 cuando z = 0, muestre que si 
z describe la curva C de la figura 2-32, entonces el valor de w en z = 6 
es —4iy/5. 

2.130. Verifique que una condición necesaria y suficiente para que f(z) = 
u(x, y) + iv(x, y) sea continua en z = z 0 = x 0 + iy o es que u(x, y) y 
v(x, y) sean continuas en (x 0 , y 0 ). 



2.131. Compruebe que la ecuación tan z = z únicamente tiene raíces reales. 

2.132. Un estudiante observó que 1 elevado a cualquier potencia es igual a 1. ¿Es correcta la observación de este 
estudiante? Explique. 


2.133. 

2.134. 


sen 6 sen 2 0 sen 30 2sen0 

Muestre que — + + ■ ■ ■ = ^cos? 

Muestre que/(z) = sen z satisface la relación \f(x + iy) 
las que esto sea cierto? 


I/O) +/(¡y)|. ¿Puede encontrar otras funciones para 
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Respuestas a los problemas complementarios 


2.135. 

2.136. 

2.137. 

2.138. 


2.139. 

2.140. 

2.141. 

2.142. 

2.143. 

2.144. 

2.145. 

2.146. 

2.147. 

2.148. 

2.149. 

2.150. 


2.151. 


Demuestre que lím — - — — -= 0. 

z ^oo z 4 + z 2 — 3z + 5 

Compruebe que |csc z| < 2e/(e 2 — 1 ) si |y| > 1. 

Muestre que Re{sen _1 z) = j{^/x 2 + y 2 + 2x + 1 — ^ x 2 +y 2 — 2x+ 1¡. 

Suponga que/(z) es continua en una región cerrada y acotada 7Z. Verifique que 
a) existe un número positivo M tal que para toda z en 7 Z, |/(z)| < M y 

tí) |/(z)| tiene una mínima cuota superiorp en TZ y existe al menos un valor z o en 1Z tal que |/(z 0 )| = /(. 


Muestre que |tanh 7 r(l + ¿)/4 = 1. 

Compruebe que todos los valores de (1 — i)^ 2 ' se encuentran en una línea recta. 
Evalúe a) cosh m/2y tí) tanír 1 oo. 

Sea z = u + iv. Muestre que 

sen 2x senh 2 y 

u =- y v =--- 

eos 2x + cosh 2 y eos 2x + cosh 2 y 

Evalúe con una precisión de tres cifras decimales: a) e 3_2¡ y b ) sen(5 — Ai). 


Demuestre que Re 


1 + i tan( 0 / 2 ) 


= eos 0 , indique cualquier valor excepcional. 


1 —¡tan( 0 / 2 ) 

Sean hTn,^„ /(z) = A y lím z _,^ g(z) = B ¥= 0. Verifique que lím z -, Zo f(z)/g(z) = A/B sin demostrar primero que 
lím. 

Sea /(z) = 


^ 1 /g(z) = 1/B. 

1 si Izl es racional 


0 


si |z| es irracional 


. Demuestre que para todos los valores de z,/(z) es discontinua. 


Suponga que/(z) = u(x, y) + iv(x, y) es continua en una región. Verifique que a) Re{/(z)} = u(x, y) y b) 
Im{/(z)} = v{x, y) son continuas en esa región. 

Compruebe que todas las raíces de z tan z = k,k> 0, son reales. 

Demuestre que si existe el límite de una sucesión, éste es único. 

a) Verifique que lím„^oo (V« + 1 — V”) = 0. 


b) Compruebe que la serie (V« + 1 — s/ñ) diverge, lo que demuestra que una serie cuyo n-ésimo término 
tiende a cero no necesariamente converge. 

Sea z„+i = |(z„ + l/z„), n = 0, 1, 2, ... y - 7 t /2 < arg z 0 < Tr/ 2 - Verifique que lím Z ^z n = 1. 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


2.47. a) 2, 4 + 4Í 

2.48. a) i y b) — 1 — 2 i 

2.49. a) (2 + z)/(3 - 2z) y tí) z 

2.50. a) —2, —i, 1 — iy tí) —i, (2 + i)/3 

l-x 2 -y 2 —2y 

(1 + x) 2 + y 2 (1 +x) 2 +y 2 

u = r V 2 eos 0/2, v = r 1 / 2 sen 0/2 
donde x = r eos 0, y = r sen 0 


2.53. a) u = 2x 2 — 2y 2 + 3y, v = 4xy — 3x 

b) u = x + x/ix 2 + y 2 ), v = y - y/(x 2 + y 2 ) 


c) 

d) 
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CAPÍTULO 2 Funciones, límites y continuidad 


2.55. 

a) e 2 ™/ 3 y ¿ 7 ) e 4m '/ 3 , 1, e 2m '/ 3 




2.61. 

a) 2kTri/3 y ¿>) ( 1 / 8)777 + (\/2)km 

, donde k= ±l,+2, ... 



2.64. 

á)l y tí) 26 




2.68. 

a) ií = e -33 " eos 3 jc, v = e -3;y sen 3jc. b) 

u = eos x cosh y, v = —sen x 

senh y. c) 22 

= sen 2 jc cosh 2y, 


v = eos 2x senh 2y y d) u = e 2t {(^ 2 — ; 

y 2 ) eos 2y — 2xy sen 2y), v = 

e 2jc {2ry eos 

2y + (x 2 — y 2 ) sen 

2.72. 

a) 22 = senh 2 jc eos 2y, v = cosh 2x sen 

2v 




b) 11 = x cosh x eos y — y senh x sen v, 

v = y cosh x eos y + x senh x 

: sen y 


2.73. 

a) 2/V3, b) 0 y c) i 




2.74. 

tí) Attí/3 




2.75. 

a) 2 ln 2 + (77 + 2kTr)i, 2 ln 2 + ttí. b) 

ln 3 + ( 77/2 + 2 / 777 ) 7 , ln 3 + 

772'/2. c) ln í 

l + (11 77/6 + 21 : 77 ) 


ln 2 + 1177i / 6 




2.79. 

a) + ln(2 + -s/3) + 77/2 + 21:77 y tí) 

— 7'ln(V2 + 1) + 77/2 + 21'77, 

-/ln(V2- 

1) + 377/2 + 21:77 

2.80. 

a) ln(\/2 + 1) + 777/2 + 21:777, ln(V2 - 

- 1) + 3 777*/2 + 21:772 




b) ln^(2¿ + 1)77 + y](2k + 1 fifi - l] + 777’/2 + 2/72777, 


lnj^y (2k + 1 )V - 1 - (2/t + l)7rj + 3 t77'/2 + 2/n777, k, m = 0 , ±1, +2, ... 

2.81. a) e _ ’ r ' /4+2 * 7r {cos(^ln2) + ¡sen(| ln2)} y b) cos(2^kif) + isen(2^/2kTf) 

2.82. a) e 1/21n2_77r/4_2í:7r cos(777/4 + ¿ln2) y b) e 3lr/2+2k7r 

2.94. a) -12 + 6 i, b) J 2(1 + 0/2, c) -4/3 - 4¿, d) 1/3 y e) -1/4 

2.95. 1/6-/V3/6 

2.104. e^+iW 4 ,1*0, 1,2,3 

2.107. a) -1 + i b ) +2, +2¿ c) £ 77 , /t = 0, +1, +2, ... 0, (* + 5 ) 77 ,* = °> ±L ±2, 

c) + i , (^k + 772, k = 0, +1, +2, ... 

2.123. a) /(, ¿>) 1, c) 0 y í/) lf 

2.125. (9 + 30/10 
2.128. Converge 

2.141. fl)0y¿) (2* + 1)777/2, k = 0, +1, ±2, ... 
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Diferenciación compleja 
y ecuaciones de Cauchy- 
Riemann 


3.1 Derivadas 


Si f(z) es unívoca en una región 7 í del plano z, la derivada de f(z) se define como 


f(z) = 


Km f(z + Az)-f(z) 

A z 


(3.1) 


siempre que este límite exista independientemente de la manera en que Az —> 0. Si es así, se dice que/(z) es diferen- 
ciable en z. En la definición dada en (3.1), también suele usarse h en lugar de Az. Aunque diferenciabilidad implica 
continuidad, lo contrario no es verdad (vea el problema 3.4). 


3.2 Funciones analíticas 

Si la derivada/'(z) existe en todos los puntos z de una región Tí, se dice que/(z) es analítica en Tí y se refiere a una 
función analítica en Tí. Como sinónimos de analítica suelen usarse también los términos regular y holomorfa. 

Se dice que una función/(z) es analítica en un punto z 0 si existe una vecindad |z — z 0 | < S en la que para todos 
sus puntos exista/'(z). 


3.3 Ecuaciones de Cauchy-Riemann 

Una condición necesaria para que w — f(z) = u(x, y) + iv(x, y) sea analítica en una región Tí es que, en Tí, u y v 
satisfagan las ecuaciones de Cauchy-Riemann 

3 u dv 3 u dv 

dx 3 y’ dy dx 

Si las derivadas parciales en (3.2) son continuas en Tí, entonces las ecuaciones de Cauchy-Riemann son condiciones 
suficientes para que/(z) sea analítica en Tí. Vea el problema 3.5. 

A las funciones u(x, y) y v(x, y) se les suele llamar funciones conjugadas. Dada una u que tenga primeras deriva¬ 
das parciales continuas en una región simple conexa Tí (vea la sección 4.6), puede hallarse v (dentro de una constante 
aditiva arbitraria) tal que u + iv —f(z ) sea analítica (vea los problemas 3.7 y 3.8). 
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CAPÍTULO 3 


Diferenciación compleja y ecuaciones de Cauchy-Riemann 


3.4 Funciones armónicas 


Si las segundas derivadas parciales de u y v respecto de x y y existen y son continuas en una región 7 Z, entonces, de 
acuerdo con (3.2), se encuentra que (vea el problema 3.6) 


3 2 u 3 2 u d 2 v d 2 v 

dx 2 3 y 2 ’ dx 2 3y 2 


(3.3) 


En estas condiciones se sigue que la parte real y la parte imaginaria de una función analítica satisfacen la ecuación 
de Laplace, que se denota 

a 2 \n a 2 q/ a 2 a 2 

W+W = ° ° V2 ' P = ° dondev2 -a5 + V (34) 

Al operador V" se le suele llamar laplaciano. 

Funciones como u(x, y) y v(x, y) que satisfagan la ecuación de Laplace en una región 1Z se denominan funciones 
armónicas y se dice que son armónicas en 'JZ. 


3.5 Interpretación geométrica de la derivada 

Sea 7 0 [figura 3-1] un punto P en el plano z y sea wq [figura 3-2] su imagen P' en el plano w mediante la transforma¬ 
ción w —f(z). Como se supone que/(z) es unívoca, el punto zq se lleva a un solo punto w’ 0 . 


plano z plano w 

y V 




Si se incrementa zq en A z se obtiene el punto Q de la figura 3-1. Este punto tiene como imagen Q 1 en el plano vv. 
Por tanto, de acuerdo con la figura 3-2, se ve que P'Q ' representa el número complejo A w =/(zo + Az) — f(z¿)- Se 
sigue que la derivada en z 0 (si existe) es 


,, fizo + Az) -fizo) 

ltm- t- 

Az-í-0 Az 


P'Q' 

lím- 

Q-^p PQ 


(3.5) 


es decir, el límite del cociente de P'Q' entre PQ cuando el punto Q tiende a P. Esta interpretación es sin duda válida 
si Zq se sustituye por z. 
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3.7 Reglas de diferenciación 



3.6 Diferenciales 


Sea A z — dz un incremento de z. Entonces 


Aw =/(z + A¿) -/(z) 


(3.6) 


es el incremento en w —f(z). Si f(z) es continua y tiene primera derivada continua en una región, entonces 

A w = f(z) A" + eAz = f\z)dz + edz (3.7) 

donde e —> 0 cuando Az —> 0. A la expresión 

dw=f(z)dz (3.8) 


se le conoce como diferencial de w o def{z), o parte principal de Aw. Observe que, en general, Avv dw. A dz se le 
conoce como diferencial de Z- 

A partir de las definiciones (3.1) y (3.8), suele escribirse 


dw 

dz 


=f\z) = 


/(z + Az)-/(z) 
ltm-:- 

Ai —>0 A z 


Aw 

= lím 

Aj— >o Az 


(3.9) 


Se debe resaltar que dz y dw no son los límites de Az y Aw cuando Az —> 0, pues estos límites son cero, mientras que 
dz y dw no son necesariamente cero. En cambio, dado dz, se determina dw de acuerdo con (3.8), es decir, dw es una 
variable dependiente determinada por la variable independiente dz para una z dada. 

Es útil considerar a d/ dz un operador que, cuando actúa sobre w =/(z), produce dw/dz =f(z )■ 


3.7 Reglas de diferenciación 


Suponga que /Yz), g(z) y h(z) son funciones analíticas de z. Entonces son válidas las siguientes reglas de diferencia¬ 
ción (idénticas a las del cálculo elemental). 


1 . 

2 . 

3. 

4. 

5. 

6 . 


7. 


-T ~{f(z) + g(z)} = -j-ftz) + yrgiz) =f'(z) + g'(z) 

dz dz dz 

d , \f(z) - g(z)} = d , f(z) - d g(z) =/'(z) - g\z) 

dz dz dz 

d d 

— {c/(z)} = c — /(z) = cf (z) donde c es una constante 
dz dz 

4 ' {f(z)g(z )} =f(z)^-g(z) + g(z) gj-fiz) =f(z)g'(z) + g(z)f(z) 
dz dz dz 

d \f(z) | _ g(z){d/dz)f{z) - f(z)(d/dz)g{z) _ g{z)f{z) -f{z)g\z) 


dz ] g(z) 


[g(¿)Y 




si g(z) 0 


Si w —fif) donde g{z), entonces 


dw dw di , di , , 

~r = ~ry~r =f(n~r =f{g(z)}g'(z) 
dz di, dz dz 


(3.10) 


(3.11) 


De manera similar, si w —f(C) donde i = g(r¡) y = h(z), entonces 

dw dw di, dr¡ 
dz di, drj dz 

Las expresiones en (3.10) y (3.11) se conocen como regla de la cadena para la diferenciación de funciones 
complejas. 

Si w = f(z) tiene una función inversa unívoca f~ l , entonces z =/ -1 (w), y dw/dz y dz/dw se relacionan 
mediante 

dw 1 

dz = dz/dw (3 ' 12) 
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¿ÜM CAPITULO 3 Diferenciación compleja y ecuaciones de Cauchy-Riemann 


8 . Si z —f(t ) y w — g(t), donde 1 es un parámetro, entonces 

dw dw/dt g'{t) 
dz dz/dt f'(t) 

Pueden formularse reglas semejantes para los diferenciales. Por ejemplo, 

d{f(z) + g(z)} = df(z ) + dg(z) — fiz) dz + g'(z) dz = { f'(z ) + g'(z)} dz 
d{f(z)g(z)} — f(z)dg(z) + g(z)df(z) — {f(z)g'(z) + g(z)f'(z)} dz 


(3.13) 


3.8 Derivadas de funciones elementales 

En las fórmulas siguientes se supone que las funciones se definen como en el capítulo 2. En los casos de funciones 
con ramas, es decir, en los casos de funciones multivaluadas, la ramificación de la función a la derecha se elige de 
manera que coincida con la ramificación de la función a la izquierda. Observe que estas fórmulas son idénticas a las 
del cálculo elemental. 


a 

1 . ~r(c) = 0 

dz 

2. -j-z” = nz" _1 

dz 

d , 

3. — er = e- 
dz 

d 7 

4. — aZ = a~ ln a 

dz 


— senz = cosz 
dz 


6 . —eos z=— senz 
dz 

d 9 

7. — tanz = sec z 
dz 

d 7 

8 . — cotz = —esc z 
dz 

d 

9. — sec z = sec z tan z 
dz 

d 

10 . —esez = —csczcotz 

dz 

d d 1 

n, _i„ g , z = -i„. = - 

> 2 . 

dz z 


, 9 d _j 

13. —sen z = —¡= 

dz VI 


1 


-1 


d 

14. —eos z = — 

dz Vi - Z 2 

d 1 

15. —tan z = —— 

dz 1 + z ¿ 


16. 


17. 


18. 


21 . 


27. 


d , 

— cot z = 
dz 


-1 


1 + z 2 

1 


dz^ ' Z zVV^T 

d -1 

dz zVz 2 — 1 


d 

19. —senil z = coshz 
dz 

d 

20 . —coshz = senhz 
dz 


— tanh z = sech 2 z 
dz 


d 


U 9 

22 . —coth z = —csch"z 
dz 

d 

23. —sech z = — sech ztanhz 
dz 

d 

24. —csch z = —csch zcothz 
dz 

d _i 1 

25. , senil 1 z = , 

& Vi + z 2 

d 1 

26. — cosh z = ,_— 

dz Vz 2 - 1 


d 1 

tanh z = 


í/z 

d 


1 — z 2 


« -i 1 

28. —coth 1 z = - - x 

dz 1 — z 

d , , -1 

29. —sech z = — 

dz zVl -z 2 

d , -1 

30. —csch 1 z = — 7 

* zv / z 2 TT 
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3.11 Puntos singulares 


3.9 Derivadas de orden superior 

Si w — f(z) es analítica en una región, su derivada está dada por f'(z), w' o dw/dz . Si f'(z) también es analítica en 
esa región, su derivada se denota/"(z), w" o (d/dz)(dw / dz) — d 2 \v/dz 2 . De manera similar, la n-ésima derivada de 
f(z), sí existe, se denota f n \z), w (n) o d n w/dz n , donde n se conoce como el orden de la derivada. Así, las derivadas 
de primero, segundo, tercer,... orden se denotan, respectivamente, f(z),f"(z),f'"(z ),.... Estas derivadas de orden 
superior se calculan mediante aplicaciones sucesivas de las reglas de diferenciación dadas antes. 

Uno de los teoremas más importantes, válido para funciones de una variable compleja y no necesariamente válido 
para funciones de una variable real, es el siguiente: 

teorema 3.1. Suponga que/(z) es analítica en una región 7 Z. Entonces, también f'(z), f"(z),.. . son analíticas en TZ 
, es decir, en TZ existen todas las derivadas de orden superior. 

En el capítulo 5 se comprueba este importante teorema. 


3.10 Regla de L’Hopital 


Sean /(z) y g(z) analíticas en una región que contenga al punto z 0 y suponga que/(z 0 ) = g(zo) 
Así, la regla de L’Hopital establece que 

r f(z) f(z 0 ) 

lim-=- 

^ g(z) g'(zo) 


0 pero g'(z 0 ) ^ 0. 

(3.14) 


En el caso def'(zo) = g'(zo) — 0, la regla puede ampliarse. Vea los problemas 3.21 a 3.24. 

Suele decirse que el lado izquierdo de la expresión en (3.14) tiene la “forma indeterminada” 0/0, pero tal termi¬ 
nología suele generar confusión porque en general no hay nada indeterminado. Los límites representados por las lla¬ 
madas formas indeterminadas oo/oo, 0 • oo, oo°, 0 o , 1 °° y oo — oo suelen evaluarse mediante modificaciones apropiadas 
de la regla de L’Hopital. 


3.11 Puntos singulares 

Un punto en el que/(z) no sea analítica se llama punto singular o singularidad de/Yz). Existen varios tipos de sin¬ 
gularidades. 

1. Singularidades aisladas. El punto z — Zo es una singularidad aislada o un punto singular aislado de/(z) 
si es posible hallar un 5 > 0 tal que el círculo \z — Zol =5 no contenga ningún otro punto singular distinto 
de z 0 (es decir, si existe una vecindad agujerada 8 de zo que no contenga ninguna singularidad). Si no es 
posible hallar un 8 con estas características, se dice que Zo es una singularidad no aislada. 

Si Zo no es un punto singular y es posible hallar un 8 > 0 tal que |z — z 0 | = 8 no contenga ningún punto 
singular, entonces z 0 es un punto ordinario de/(z). 

2. Polos. Si Zo es una singularidad aislada y es posible hallar un entero positivo n tal que lím.^ 2o (z — Zo)"f(z) 
— A 7^ 0, entonces z = z 0 es un polo de orden n. Si n = 1, zo es un polo simple. 

EJEMPLO 3.1 

a) f(z) = 1 /(z — 2) 3 tiene un polo de orden 3 en z = 2. 

b) f(z) = (3z — 2)/(z — l) 2 (z + l)(z — 4) tiene un polo de orden 2 en z = 1, y polos simples en z = — 1 y z 
= 4. 

Si g(z) — (z — Zo)'Y(z), donde/(z 0 ) ^ 0 y r es un entero positivo, entonces a z — Zo se le llama cero 
de orden n de g(z). Si n — 1 , Zq se llama cero simple. En tal caso, z 0 es un polo de orden n de la función 

1 /g(z). 

3. Los puntos de ramificación de funciones muí ti valuadas, ya vistos en el capítulo 2, son puntos singulares 
no aislados, pues una función multivaluada no es continua y, por tanto, no es analítica en una vecindad 
agujerada de un punto de ramificación. 
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EJEMPLO 3.2 

á) f(z) = (z — 3 ) 1 ' 2 tiene un punto de ramificación en z = 3. 

b) f(z ) = ln/(z 2 + z — 2 ) tiene puntos de ramificación donde z 2 + z — 2 = 0 , es decir, en z = 1 y z = — 2 . 

4. Singularidades removibles. Un punto singular aislado zo es una singularidad removible de/Yz) si lím 7 _ >7o 
f(z) existe. Al definir/(z 0 ) = lím 7 ^j. o /(z) se muestra que/(z) no sólo es continua en z 0 , sino también ana¬ 
lítica en zq. 

EJEMPLO 3.3 El punto singular z = 0 es una singularidad removible de/(z) = sen z/z, pues 
lím -^ 0 (sen z/z) = 1 . 

5. Singularidades esenciales. A una singularidad aislada que no es un polo o una singularidad removible se 
le llama singularidad esencial. 

EJEMPLO 3.4 f( z ) = e l/(z ~ 2) tiene una singularidad esencial en z = 2 . 

Si una función tiene una singularidad aislada, esa singularidad es removible, es un polo o es una sin¬ 
gularidad esencial. A esto se debe que a los polos se les suela llamar singularidades no esenciales. De 
manera equivalente, z — Zo es una singularidad esencial si no es posible hallar un entero positivo n tal que 
lím 7 ^ Zo (z - zoffiz) —A¥=0. 

6 . Singularidades al infinito. El tipo de singularidad de /Yz) en z = oo [el punto al infinito; vea las páginas 7 
y 47] es el mismo que el de/(l/w) en w — 0. 

EJEMPLO 3.5 La función/(z) = z 3 tiene un polo de orden 3 en z = oo, pucs /Y I /vv) = 1 /w 3 tiene un polo de 
orden 3 en w = 0. 

En el capítulo 6 se presentan métodos para clasificar singularidades con series infinitas. 


3.12 Familias ortogonales 


Sea w —f(z) 


u{x, y) + iv(x, y) una función analítica, y /'(z) 0. Entonces, las familias de curvas de un parámetro 


u(x, y) — a, v(x, y) = f3 


(3.15) 


donde a y ¡3 son constantes, son ortogonales, es decir, en el punto de intersección cada miembro de una familia 
[líneas continuas de la figura 3-3] es perpendicular a cada miembro de la otra familia [líneas punteadas de la figura 
3-3], Las correspondientes curvas imagen en el plano w, que son líneas paralelas a los ejes u y v, forman también 
familias ortogonales [vea la figura 3-4]. 


plano z 

y 



plano w 
v 


u 


Figura 3-4 


En vista de esto, puede pensarse que si la función de llevado/(z) es analítica y f(z) ^ 0, entonces el ángulo entre 
cualesquiera dos curvas C\ y C 2 que se intersequen en el plano z ser á igual (en magnitud y en sentido) al ángulo 
entre las correspondientes curvas imagen C\ y C' 2 que se intersequen en el plano w. Esta conjetura es correcta y lleva 
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3.14 Aplicaciones en geometría y mecánica 


al tema de las transformaciones conformes, tema de tanta importancia, desde el punto de vista teórico y de sus apli¬ 
caciones, que dos capítulos de este libro (8 y 9) abordan este tema. 


3.13 Curvas 

Suponga que tl> (t) y ifi(t) son funciones reales de la variable real t, que se supone continua en t l < t < t 2 . Así, las 
ecuaciones paramétricas 

z = x + iy = <f>(t) + iip(f) = z(í), ti < t < t 2 (3.16) 

definen una curva continua o arco en el plano z, que une los puntos a = z(t{) y b = z(í 2 ) [vea la figura 3-5]. 

Si ti t 2 pero z(í|) = z(t 2 ), es decir, a = b, los puntos terminales coinciden y se dice que la curva es cerrada. Una 
curva cerrada que en ninguna parte se interseque consigo misma se llama curva cerrada simple. Por ejemplo, la curva 
de la figura 3-6 es una curva cerrada simple, mientras que la de la figura 3-7 no lo es. 

Si 4>(t) y i//(í) [y por ende z(t)\ tienen derivadas continuas en i, < i < t 2 , se dice que la curva es una curva suave 
o un arco suave. A una curva compuesta de una cantidad infinita de arcos suaves se le llama cuma suave a trozos o 
contorno. Por ejemplo, el borde de un cuadrado es una curva suave a trozos o contorno. 

y y y 


Figura 3-5 Figura 3-6 Figura 3-7 

A menos que se especifique otra cosa, siempre que se hable de una curva simple cerrada se supondrá que es una 
curva suave a trozos. 




3.14 Aplicaciones en geometría y mecánica 


A z(í) se le puede considerar un vector posición cuyo punto 
terminal describe una curva C, en un determinado sentido o 
dirección a medida que t varía de i, a t 2 . Si z(í) y z(t + Ai) 
representan los vectores posición de los puntos P y Q, respec¬ 
tivamente, entonces 

Az _ z(t + Aí) — z(r) 

A t~ Aí 

es un vector en dirección de Az [figura 3-8]. Si lím A , >0 Az/Aí 
= dz/dt existe, este límite es un vector en dirección de la tan¬ 
gente a C en el punto P y está dado por 

dz. dx . dy 

-y = ZU i TT 

dt dt dt 


y 
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Si t es tiempo, dz/dt representa la velocidad con que el extremo del vector posición describe la curva. De manera 
similar, d 2 z/dt 2 representa su aceleración a lo largo de la curva. 


3.15 Operadores diferenciales complejos 

Los operadores V {nabla) y V ( nabla barra) se definen con 

V = — i—- 2— V = --¿— -2 — 

dx^~ dy dz’ dx dy dz 


(3.17) 


donde la equivalencia en términos de las coordenadas conjugadas zy z (página 7) se deriva del problema 3.32. 


3.16 Gradiente, divergencia, rotor y laplaciano 


El operador V permite definir las operaciones siguientes. En todos los casos, F(x, y) se considera como una función 
real continua y diferenciable de x y y (un escalar), mientras que A(x, y) = P(x, y) + iQ(x, y) es una función compleja 
continua y diferenciable de x y y (un vector). 

En términos de coordenadas conjugadas, 


F(x, y) = F 


'z + z z — z\ 

—’^r) 


= G(z, z) 


y 


A{x, y) = B(z, Z ) 


1 . 


Gradiente. El gradiente de una función real F (un escalar) se define como 


grad F = VF = 


dF dF _ 9G 
dx dy dz 


(3.18) 


Geométricamente, si VF ^ 0, entonces VF representa un vector normal a la curva F(x, y) — c, en donde c 
es una constante (vea el problema 3.33). 

De manera similar, el gradiente de una función compleja A — P + iQ (un vector) se define como 


dP_dQ .(dP dQ\ = 2 dB 
dx dy \9y dx) dz 


grad A = VA = ( — + 


(3.19) 


En particular, si B es una función analítica de z, entonces dB/dz = 0 y por tanto el gradiente es cero, es 
decir, dP/dx = dQ/dy, dP/dy = —(dQ/dx), lo que muestra que, en este caso, se satisfacen las ecuaciones 
de Cauchy-Riemann. 

2. Divergencia. Con la definición de producto punto de dos números complejos (página 7) extendida al caso 
de los operadores, la divergencia de una función compleja (un vector) se define como 


div A = V ■ A = Re{VA) = Re< ( ^ )(F + iQ) 


dP dQ „ . „. 

=-b —= 2 Reí — 

dx dy " 


Jfl 


(3.20) 


De manera semejante se define la divergencia de una función real. Hay que observar que la divergencia de 
una función compleja o real (vector o escalar) es siempre una función real (escalar). 
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Problemas resueltos 


3. 


Rotor. Con la definición de producto cruz de dos números complejos (página 7), el rotor de una función 
compleja se define como el vector 


4. 


V x A = 



dQ 

dx 


ortogonal al plano x-y y de magnitud 



|rot A| = | V x A| = |Im{VA}| = 




C P + iQ) 


dQ dP 


2 Ímí —} 

dx dy 


IfeJ 


(3.21) 


Laplaciano. El operador laplaciano se define como el producto punto o producto escalar de V consigo 
mismo, es decir. 


v ■ V = V 2 


Re{VV} = Re 


9 _ • 9 
dx dy 




d 2 d 2 9 2 

dx 2 dy 2 dzdz 


(3.22) 


Observe que si A es analítica, V 2 A = 0, de manera que V 2 / J = 0 y V 2 Q 


0, es decir, P y Q son armónicas. 


Algunas identidades relacionadas con el gradiente, 

LA DIVERGENCIA Y EL ROTOR 

Suponga que A b A 2 y A son funciones diferenciables. Entonces se tienen las identidades siguientes: 


1 . 

2 . 

3. 

4. 

5. 

6 . 


grad(Ai + A 2 ) = grad Ai + grad A 2 
div(Ai+A 2 ) = div Ai + div A 2 
rot (Ai + A 2 ) = rot A i + rot A 2 
grad(AiA 2 ) = (Ai)(grad A 2 ) + (grad Ai)(A 2 ) 

|rot grad A| =0 si A es real o, de manera más general, si Im{A j es armónica, 

div grad A =0 si A es imaginaria o, de manera más general, si Re{A} es armónica. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Derivadas 

3.1. Con la definición, encuentre la derivada de w = /(") = z 3 — 2z en el punto en el que a) z — "o, b) Z — —1. 

Solución 

a) De acuerdo con la definición, la derivada en z = Zq es 

w, , v /(zo + A z ) -f(zo) ,, (zo + Az ) 3 - 2(z 0 + Az) - {z 3 - 2z 0 ] 

/ (z 0 ) = lim- t -= lim - t- 

Az^O Az Az-*0 Az 

Zo + 3zoAz + 3z 0 (Az ) 2 + (Az ) 3 - 2z 0 - 2Az - Zq + 2z 0 
Az ->0 Az 

= lím 3 zq + 3z 0 Az + (Az ) 2 - 2 = 3z„ - 2 

Az->0 

En general, /'(z) = 3z 2 — 2 para toda z. 

b) De acuerdo con el inciso a), o directamente, se encuentra que si z 0 = — 1, entonces /'(— 1) = 3(— l ) 2 — 2=1. 
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CAPÍTULO 3 


Diferenciación compleja y ecuaciones de Cauchy-Riemann 


3.2. Muestre que ( d/dz)z no existe en ninguna parte, es decir, f(z) — z no es analítica en ninguna parte. 

Solución 

Por definición, 

d j:, ^ „ /(z + Az)-/(z) 

—/(Z) = llm -7- 

dz Az->o A z 

si este límite existe independientemente de la manera como Az = Ax + /Ay tienda a cero. 

Entonces 


d_ ,, z + Az — z ,, x + ly + Ax + ;Ay — x + ly 

— z = lim- 4 -= lim --- - -—-- 

dz A¿— vo Az Ax— *0 Ax + ;Ay 

Ay^O 

^ x— iy + Ax — /Av — (x — ¿y) Ax — /Av 

Aho Ax + /Av Av— >o Ax + /Ay 

Ay-vO ' Av—>0 


Si Ay = 0, el límite buscado es 


Si Ax = 0, el límite buscado es 


Ax 

lím — = 1 

Av->o Ax 


-¡Ay 

lim —-— = — 1 


Ay— >o ¿Ay 

Entonces, como el límite depende de la manera como Az —> 0, la derivada no existe, es decir,/(z) = z no es 
analítica en ninguna parte. 


3.3. Dada w = f(z ) = (1 + ".)/(1 — z), encuentre a) dw/dz y tí) determine dónde no es analítica/(z). 

Solución 

a) Método 1. Con la definición 

dw 
dz 


independientemente de la manera como Az —> 0, siempre que z ^ I. 

Método 2. Con las reglas de diferenciación. De acuerdo con la regla del cociente [vea el problema 3.10 c)], 
si z ¥= 1, 


= lím 

Az->0 


1 + (z + Az) 1 + z 

f(z + Az) -/(z) _ lím J_ - (z + Az) 1 - z 


Az 


Az 


= lím 


a¿-o(1-z-Az)(1-z) (1 — z) 2 


d/l+z\ (1 z) rf z (1+z) (1+z) <fe (1 z) (1 — z)(l) — (1 + z)C—1) 2 

dz\\-z) (1 -z) 2 (1 - z) 2 (1-z) 2 


b ) La función/(z) es analítica para todos los valores finitos de z, excepto para z = 1, punto en el que la derivada 
no existe y la función no es analítica. El punto z = 1 es un punto singular de/fz). 

3.4. a) Si f(z) es analítica en z 0 , compruebe que entonces es continua en z 0 . 

tí) Dé un ejemplo que muestre que lo contrario de lo que se dice en el inciso a) no necesariamente es 
verdad. 
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Solución 

a) Como 

donde h = Az + 0, se tiene 


s f(.z 0 + h)-f(zo) , 

fizo + h) -fizo) =-7- h 


Jim fizo + h) -fizo ) = Jim — + ^ • Jim h =/(zo) -0 = 0 

h —>0 / i —>0 h 


porque, por hipótesis, /'(z 0 ) existe. Por tanto, 

lím fizo + h) -fizo) = 0 

h —^0 

lo que muestra que/(z) es continua en z 0 . 


lím fizo + h) =fizo) 

h —>0 


tí) La función f(z) = z es continua en zo- Sin embargo, de acuerdo con el problema 3.2, f(z) no es continua en 
ninguna parte. Esto muestra que una función que sea continua no necesariamente tiene derivada, es decir, no 
necesariamente es analítica. 

Ecuaciones de Cauchy-Riemann 

3.5. Demuestre que una condición a) necesaria y tí) suficiente para que w = fiz) = uix, y) + ivix, y) sea 
analítica en una región 1Z es que en esa región 7Z se satisfagan las ecuaciones de Cauchy-Riemann 
du/dx = dv/dy, du/dy = —(dv/dx), donde se supone que estas derivadas parciales son continuas en 1Z. 

Solución 

a) Necesidad. Para que/fz) sea analítica, el límite 
fiz+ Az) -fiz) 


lím 

Az^O 


Az 


■ =fiz) 


{m(.y + Ax, y + Ay) + ivix + A.r, y + Ay)} — {«(.*, y) + ivix, y)} ^ 

Aa—> o A.v + /Ay 

Ay->0 

debe existir independientemente de la manera en la que Az (o Ay y Ay) tiendan a cero. Se considerarán dos 
aproximaciones posibles. 


Caso 1. Ay = 0, Ay —> 0. En este caso, (1) se convierte en 


lím 

A.V—>0 


uix + Ax, y) — íí(x, y) 


Ax 


+ i 


vix + Ax, y) — t>(x, y) 


Ax 


3 u . dv 

=-1- i — 

3x 3x 


siempre que existan las derivadas parciales. 


Caso 2. Ax = 0, Ay —> 0. En este caso, (1) se convierte en 


lím 

Av—>0 


m(x, y + Ay) — n(x, y) u(x, y + Ay) — r(x, y) 


1 du dv . 3 u dv 
i 3y 3 v 3y 3y 


¿Ay Ay 

Pero f(z) no puede ser analítica a menos que estos dos límites sean idénticos. Por tanto, una condición 
necesaria para que f(z) sea analítica es que 

du dv dv du 

3 y 

tí) Suficiencia. Como se supone que du/dx y du/dy son continuas, se tiene 
A u = k(x + Ax, y + Ay) — n(x, y) 

= {uix + Ax, y + Ay) — uix, y + Ay)} + {«(x, y + Ay) — uix, y)} 


du .dv . du dv 
dx 3x 3y 3y 3x 3y ’ 3x 


I du \ . i ou \ ou A ou , . 

= ( — +61 JAx + (—+TJ, Ay = — Ax + — Ay + e,zLv + 17,Ay 


3x 


du 


3y 


du 


du 


dx 


dy 
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donde ej —» 0 y 7]\ —> 0 cuando Ax —* 0 y Ay —> 0. 

De igual manera, como se supone que dv/dx y dv/dy son continuas, se tiene 


. (dv \ (dv V dv dv 

Ar = ( — + £ 2 J Ax + I — + V2J Ay = ^ Ax + — Ay + e 2 Ax + t? 2 A y 

donde e 2 —» 0 y tj 2 —> 0 cuando Ax —> 0 y Ay —» 0. Entonces, 

. . .. (du dv\ (du dv\ 

Ave = A» + ¡A v = I-1- 1 — I Ax + I-1- 1 — I Av + eAx + 17Ay 

\3x 3 x) \3y 3y/ 

donde £ = £\ + ! 6 2 —> 0 y 17 = T 7 X + ir¡ 2 —> 0 cuando Ax —> 0 y Ay —> 0. 

De acuerdo con las ecuaciones de Cauchy-Riemann, (2) se expresa como 

(du ,dv\ ( dv . du\ 

^ + )^ x + + A . v + eA - v + v^y 

\3x dxj \ dx dx J 

(du ,dv\ 

= ( ——h í — ) (Ax + (Av) + eAx- + t/Av 
\3x dx 


(2) 


Al dividir entre Az = Ax + ¿Ay y tomar el límite cuando Az —> 0, se ve que 

dw ,, Aw du dv 

- r =f(z)= lim — = — + í — 
dz o Az 3x dx 

de manera que la derivada existe y es única, es decir, /(z) es analítica en 1Z. 

3.6. Sea /(z) = u + iv una función analítica en una región 7 Z. Compruebe que uy v son armónicas en 7 Z si tienen 
segundas derivadas parciales continuas en 1Z. 


Solución 

Si/(z) es analítica en 1Z, las ecuaciones de Cauchy-Riemann 

du dv 
dx 3y 

y 

dv du 

dx 3 y 

se satisfacen en 1Z. Si se supone que uy v tienen segundas derivadas parciales continuas, ambos lados de (1) se 
diferencian respecto a y y ambos lados de ( 2 ) respecto a x para obtener 

d 2 u d 2 v 

dx 2 dxdy 


( 1 ) 


(2) 


( 3 ) 


de donde 


3 2 tí 
3x 2 


d 2 v _ 
3y3x 

3 2 n 
3y 2 


(Fu 

3 y 2 


d 2 u d 2 u 

° d¿ + df = 


( 4 ) 


es decir, u es armónica. 
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De manera semejante, al diferenciar ambos lados de (1) respecto a y, y ambos lados de (2) respecto a x, se 
encuentra que 

Pv d 2 v _ 
dx 2 dy 2 

por lo que v es armónica. 

Más adelante (capítulo 5) se mostrará que si /(z) es analítica en 7Z, todas sus derivadas existen y son continuas 
en 7 Z. Por tanto, no serán necesarios los supuestos anteriores. 

3.7. a) Demuestre que u = e~ x (x sen y — y eos y) es armónica. 
b ) Encuentre v tal que/(z) = u + iv sea analítica. 


Solución 

a) — = (e _j: )(sen y) + (— e~ x )(x sen v — y eos y) = é~ x sen y — xe~ x sen y + yé~ x eos y 
dx 

d 2 u d __ __ _ r _ y _ r 

—- = —( e seny —xe sen v + ye eos y) = — 2e sen v +xe seny — ye eos y 
dx 2 dx 

du _ _ _ _ 

— = e ' l (xcosy + vsen v — eos y) =xe ^cosy +ye x sen y — e x eos v 
dy 

—=-= — (xe~ x cosy + ye~ x seny — é~ x cosy) = — xe~ x sen v +2e~ x sen y +ye~ x cosy 
dy 2 dy 

Se suman (1) y (2) para obtener (d 2 u/dx 2 ) + (cTu/dy 2 ) = 0, por lo que u es armónica. 


b) De acuerdo con las ecuaciones de Cauchy-Riemann, 

dv du 


— = — = e seny — xe seny + ye cosy 
3v dx 

3r du 

— =-= e cosy — xe cosy — ye ' seny 

dx dy 


Se integra (3) respecto a y, manteniendo x constante. Entonces, 

v = —e~ x eos y + xe~ x eos y + e~ x (y sen y + eos y) + F(x) 

= ye~ x seny + xe~ x cosy + F(x) 

donde F(x) es una función real arbitraria de x. 

Se sustituye (5) en (4) y se obtiene 

—ye~ x sen y — xe~ x eos y + e~ x cosy + F'(x) = — ye~ x sen y — xe~ x cosy — ye~ x sen y 
o F'(x) = 0, y F(x) = c, una constante. Entonces, de acuerdo con (5), 

v = e~ x (y sen y + x eos y) + c 
En el problema 3.40 se presenta otro método. 


( 1 ) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 


3.8. En el problema 3.7, encuentre/(z). 

Solución 

Método 1 

Se tiene /(z) = f(x + iy ) = u(x, y) + iv(x, y). 
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Con y = 0 f(x) = u(x, 0) + iv(x, 0). 

Se sustituye x por z, f(z) = u(z , 0) + iv(z, 0). 

Entonces, de acuerdo con el problema 3.7, u(z, 0) = 0, v(z, 0) = ze~ z y por tanto/(z) = u(z, 0), + iv(z, 0) = ize 
salvo una constante aditiva arbitraria. 


Método 2 


Salvo una constante aditiva arbitraria, de acuerdo con los resultados del problema 3.7, 
/(z) = u + iv = e~ x (x sen y — y eos y) + ié~ x (y sen y + x eos y) 


2 i 


e ,y + e~ 


+ ie 


2 i 


+ x 


e ,y + e~ 


= i(x + iy)e~ (x+iy) = i. 


ize 


Método 3 


Se tiene x = (z + z)/2, y = (z — z)/2i. Entonces, al sustituir en u(x, y) + iv(x, y), se encuentra, después de un 
tedioso trabajo, que z desaparece y queda ize~ z . 

En general, cuando se conocen u y v, se prefiere el método 1 a los métodos 2 y 3. Si sólo se conoce u (o v), se 
usa otro método que se presenta en el problema 3.101. 


Diferenciales 


3.9. Dada w =f(z ) = z 3 — 2z 2 , encuentre: a) A w, b ) dw y c) A w — dw. 

Solución 

a) Aw = f(z + Az) -/(z) = {(z + Az) 3 - 2(z + Az) 2 } - {z 3 - 2z 2 } 

= z 3 + 3z 2 Az + 3z(Az) 2 + (Az) 3 - 2z z - 4zAz - 2(Az) 2 - z 3 + 2z 2 
= (3z 2 - 4z)Az + (3z - 2)(Az) 2 + (Az) 3 

b) dw es la parte principal de Avv = (3z 2 — 4z)Az = (3z 2 — 4z) dz, pues, por definición, Az = dz. 

Observe que /'(z) = 3z 2 — 4z y dw = (3z 2 — 4z) dz, es decir, dw/dz = 3z 2 — 4z. 

c) De acuerdo con los incisos a) y b), A w — dw = (3z — 2)(Az) 2 + (Az) 3 = eAz, donde e = (3z — 2)Az + (Az) 2 . 
Observe que e —> 0 cuando Az —> 0, es decir, (Aw — dw)/\z —> 0. Se sigue que A w — dw es un infinitesimal 
de orden superior a Az. 

Reglas de diferenciación. Derivadas de funciones elementales 


3.10. Demuestre lo siguiente suponiendo que/(z) y g(z) son analíticas en una región 1Z. 

a) { f(z ) + g(z)} = f(z ) + g(z) 

dz dz dz 

b) {f(z)g(z)} = f(z) gil) + g(z) f(z) 

dz dz dz 


-r 


\f(z) 

dz\g(z) 


g(z)^-f(z) -f(z)^g(z) 
dz _ dz 

[g(z)] 2 


si g(z) ^ 0 
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Solución 


a) — {/(z) + g(z )} = lím 

az Az^O 


f(z + Az) + g(z + A;) - {/(z) + g(z)} 

A; 


,, f(z + a z) - f(z) g(z + Az) — g(z ) 

= lim- - -1- hm - - - 

Az^O A z Az-»0 Az 

d d 

= — f(z) + — g(z) 
dz dz 

i \ d f(z + A z)g(z + A z) - f(z)g(z ) 

b) — {/(z)g(z)} = lim- - - 

dz Az->o Az 


= lím 

Az^O 


/(z + Az){g(z + Az) - g(z)} + g(z){/(z + Az) -f(z)} 


= lím f(z + Az) 

Az->0 


Az 

g(z + Az) - g(z) 


Az 


+ lím g(z) 

Az^O 


f(z + Az) -/(z) 


Az 


= f(z) J- g(z) + g(z) f(z) 
dz dz 


Observe que se aprovechó que lím A;; ^o/(z + Az) = f(z), que es consecuencia de que/fz) sea analítica y 
por ende continua (vea el problema 3.4). 

Otro método 

Sean U = f(z), V = g(z). Entonces, A U = f(z + Az) —f(z) y AV = g(z + Az) - g(z), es decir, f(z + Az) = 
U + AL/, g(z + Az) = V + AV. Por tanto, 


d (U + AU)(V + AV) - UV UAV + VAU + AUAV 

— UV = lim- - -= lim- - - 

dz Az->o Az Az^o Az 


= lím | U 

Az^O 


,ap 

Az 


+ y- 


AU A U 
'Az' 


, . dV 

Ay) = u —+ y 

dz 


,dU 

dz 


donde se observa que Ay —> 0 cuando Az —»■ 0, pues se supone que V es analítica y, por tanto, continua. 
Para comprobar a) también sirve un procedimiento similar. 

c) Se usa el segundo método del inciso b). Así, 


d ÍU\ 

— lím — 

U + AU 

u 

dzXy) 

Az ->0 Az 

y +Ay 

V 


,, VAU-UAV 

hm ---- 

A-^oAz(y +Ay)y 


A 1 ™o(y + Ay)y 


a u Ay 

y -r— u -r— 

Az Az 


V(dU/dz) — U(dV/dz) 
V 2 


También puede usarse el primer método del inciso b). 


3.11. Demuestre que a) ( d/dz)e z = e z , b) (d/dz)e az = ae az , donde a es una constante cualquiera. 


Solución 

a) Por definición, w = e z = e x+,y = e*(eos y + i sen y) = u + iv o u =e x cosy, v = e x seny. 

Como du/dx = e r cosy = dv/dy y dv/dx = e x seny = —(du/dy), se satisfacen las ecuaciones de Cauchy- 
Riemann. Entonces, de acuerdo con el problema 3.5. la derivada buscada existe y es igual a 

du dv du dv 

-I - i — = —i -1-= e eos y + ie sen y = e 

dx dx dy dy 
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b) Sea w = e£, donde £ = az. Entonces, de acuerdo con el inciso a) y con el problema 3.39, 


d az d y d r r 

— e = — e i = — e í - = ■ a = ae 

dz dz di, dz 


Puede procederse, también, como en el inciso a). 


d 


d 


3.12. Compruebe que: a) — senz = cosz. b) —cosz=—senz y c) —tanz=secz. 

dz dz dz 

Solución 

a) Se tiene w = sen; = sen(x + iy) = sen* cosh v + i cosa senhy. Entonces, 

M = senxcoshy, y = eos a senh y 

Ahora du/dx = cosACOshy = dv/dy y dv/dx = —senxsenhy = —(3w/3y), de manera que se satisfacen las 
ecuaciones de Cauchy-Riemann. Por tanto, de acuerdo con el problema 3.5, la derivada buscada es igual a 

3 u dv du dv 

-h i — = — i -1-= cosvcoshv — ¡sen.vsenhy = cos(a+ iy) = cosz 

3a 3a 3 y dy 

Otro método 


e' z — e ,z 

Como sen - =-—-, con el problema 3.11¿>), se tiene 


d d (e ,z — e lz \ 1 d id _¡ 1 ■ 1 _• 

dz dz \ 2 i ) 2 i dz 2 i dz 2 2 


,, d d (e iz + e~ iz \ Id 1 d _ ¡z 

’ dz dz \ 2 ) 2 dz 2 dz 

i h i e ,z — e~ a 

= 2 É ~2 É = Ti - _SC ' IK 

También sirve el primer método del inciso a). 
c) De acuerdo con la regla del cociente del problema 3.10c), se tiene 


— tanz = — - 
dz dz Veosz 


d ( senz\ cosz-senz-senz-cosz 


(coszl(cosz) — (senz)(—senz) cos~z + senz 1 , 

= -~- = -2-=-= SeC 2 

cos / z cos z z cos^ z 

3.13. Demuestre que —z 1 ^ 2 = ——, observando que z}^ 2 es una función multivaluada. 

dz 2 z ' 

Solución 

Para que una función tenga derivada, debe ser unívoca. Por tanto, como z 1 ' 2 es una función multivaluada (en este 
caso con dos valores), es necesario restringirse primero a una rama y después a la otra. 


Caso 1 


Considere primero la rama w = z 1 ^ 2 en la que w = 1, donde z = 1. En este caso, w 2 = z, de manera que 


dw 


dw 

= 2 w y entonces — = 


1 


dz 2 w 


d i/2 1 

o — z ' = 


dz 


2 z 1 / 2 
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Caso 2 

Después se considera la rama w 
que 

dz 
dw 

En ambos casos se tiene (d/dz)z l/2 = 1/(2z 1/,z ). Observe que en el punto de ramificación z = 0 no existe la 
derivada. En general, en un punto de ramificación una función no tiene derivada, es decir, no es analítica. Así, los 
puntos de ramificación son puntos singulares. 

d 1 

3.14. Compruebe que —lnz = -. 

dz z 

Solución 

Sea w = ln z. Entonces, z = e w y dz/dw = e w = z. Por tanto, 

d dw 1 1 

dz dz dz/dw z 

Observe que esto es válido sin importar la rama de ln z de que se trate. Observe también que la derivada no 
existe en el punto de ramificación z = 0, lo que ilustra la observación al final del problema 3.13. 

d f'(z) 

3.15. Demuestre que — ln f(z) =-. 

dz f(z ) 

Solución 

Sea w = ln £, donde f =/(z). Entonces, 

dw dw d( 1 d£ f(z) 
dz d£ dz 1 dz f(z) 

d 1 d 1 

3.16. Verifique que a) — sen z = ,.=_ b) — tanh z =- 

dz v 1 - z 2 dz 1 - z 


= z 1 ' 2 en la que w = — 1, donde z = 1. En este caso también w 2 = z, de manera 


dw 1 d 1/2 1 

: 2 w yentonces - = - o -z = ^ 


Solución 


a) Si se considera la rama principal de sen 'z, de acuerdo con el problema 2.22 y con el problema 3.15, se 
tiene 


— sen z = — 
dz dz 

_ 1 
i 


y ln^'z + y 1 - Z 2 ) = \~f- ( ÍZ + - z2 ) / ( ¿Z + _ zZ ) 


‘ + 2^ l/2 (~ 2 ¿) 


= 1 + 


¡Z 


vT 


j (¡Z + y/\ — Z 2 ^ 

¿z + a/ 1 — z 2 ^ = 




Esto también es verdadero si se consideran otras ramas. 
b ) Al considerar la rama principal, se tiene 


tanh 1 z = 




= yln(l+z)--ln(l-z) 
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Así, 


+ U 1 


l 


d i 1 d , 1 d , „ 1/1 

— tanh z = ln(l + z) — - —ln(l — z) = - I — — , , . 2 

dz 2dz 2dz 2\l+z/ 2 \1 — z) 1— z 

Observe que en los incisos a) y b ), en los puntos de ramificación z = +1, no existe la derivada. 

3.17. Con las reglas de diferenciación, encuentre la derivada de las expresiones en los incisos siguientes: 
á) cos 2 (2 z + 3 i), b) ztan _1 (lnz), c) {tanh _1 (¿z + 2)} _1 y d)(z— 3 i) 4z+2 . 

Solución 

a ) Sea 17 = 2z + 3 i, £ = eos 17, w = / 2 de donde vv = cos 2 (2 z + 3 i). Entonces, según la regla de la cadena, 
tiene 


dw dw di, dr¡ 
dz d£ dr¡ dz 

Otro método 


= (2/)(—sen 177 ( 2 ) = (2 eos r¡)(—sen 0(2) = —4cos(2z + 3¡) sen(2z + 3/) 


— {cos( 2 z + 3i)} = 2 {cos( 2 z + 30} 
dz 


— cos( 2 z + 30 
dz 


= 2 {cos( 2 z + 3/)}{—sen(2z + 3/)} 


= —4 cos( 2 z + 30 sen( 2 z + 30 


— ( 2 z + 30 
dz 


b) -j-{(z)[tan '(lnz)]) = z-^-[tan 1 (In z)l + [tan Vln z)l —(z) 
dz dz dz 


= z 


1 


1 + (ln z ) 2 


d , 1 

— (lnz) + tan (lnz) =- 7 +tan (lnz) 

dz 1 + (ln z) ¿ 


c) — {tanh 1 (íz + 2)} 1 =-l{tanh '(¿z + 2)} 2 -^-{tanh \iz + 2)¡ 
dz dz 


= — {tanh _1 (íz + 2)} -2 

-¿{tanh^ 1 (íz + 2)r 2 
1 - (fe + 2) 2 


1 


1 - (iz + 2) 


dz 


iiz + 2) 


d ) ^{(z — 30 4z+2 1 4) £,Wh(; - 3, i = e (4z+2)Inb - 3í) ^{(4z + 2)ln(z-30} 

dz 'dz dz 


_ g (4z+2) ln(z-3¡) 


_ g (4z+2) ln(z-3¡) 


(4z + 2) C j- [ln(z - 301 + ln(z - 30 ‘y (4z + 2 ) 
dz dz 


4z + 2 
z — 3 i 


+ 41n(z - 3/) 


= (z - 3¿) 4 z+i (4z + 2) + 4(z - 3 /) 4z+2 ln(z - 30 
3.18. Suponga que vr 3 — 3z 2 w + 4 lnz = 0. Encuentre dw/dz. 


Solución 

Se diferencia respecto de z y se considera a w función implícita de z, para tener 

d -> d t d 1 dw ^ dw 4 

— (w 3 ) - 3 — (z 2 w) + 4 — (lnz) = 0 o 3w 2 ——3z 2 —— 6 zw+ =0 

dz dz dz dz dz Z 

Después se despeja dw/dz y se obtiene — = -4r. 

dz 3 w ¿ — 3z- 


se 
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3.19. Dadas w = sen l (t — 3) y z = cos(ln t), encuentre dw/dz. 

Solución 

dw dw/dt ¡/-/l — (t — 3 ) 2 t 

dz dz/dt -sen(lní)(l/í) sen(lnf)v/l - (í - 3) 2 


3.20. En el problema 3.18, encuentre d 2 w/dz 2 . 

Solución 

d 2 w d /dw\ d /6zw — 4/z\ 
dz 2 dz\dz) dz \3w 2 — 3z 2 J 

_ (3 w 2 — 3z 2 )(6z dw/dz + 6 w + 4/z 2 ) — (6 zw — 4/z)(6w dw/dz — 6z) 

(3w 2 — 3z 2 ) 2 

El resultado buscado se encuentra al sustituir el valor de dw/dz del problema 3.18 y simplificar. 

Regla de L’Hopital 


3.21. Suponga que/(z) es analítica en una región 1Z que contiene al punto z 0 . Compruebe que 

/(z) =f(zo) + /'(z 0 )(z - Zo) + v(z ~ zo) 

donde r¡ —>• 0 cuando z —> Zo- 


Solución 

C /(z)-/(zo) f ,, , A 

Sea- j (z o) = de manera que 

z-zo 

/(z) =/(z 0 ) +/'(zo)(z - Zo) + V (z - Zo) 
Así, como /(z) es analítica en z 0 , se obtiene, como se buscaba. 


lím 17 = lím 

Z ^ ZO Z ^ ZO 


/(z) ~/(zo) 
z- Zo 


-/'(zo) 


= /'(zo) -/'(zo) = 0 


3.22. Suponga que/(z) y g(z) son analíticas en z 0 y/(z 0 ) = g(zo) — 0, pero g'(zo) 0. Demuestre que 

lím rn = m 

z^zo g(z ) g'(Zo) 

Solución 

De acuerdo con el problema 3.21, y al aprovechar que/(z 0 ) = g(zo) = 0, 

fiz) =/(zo) +/'(zo)(z - zo) + t?i(z - zo) =/'(zo)(z - Zo) + bi(z - Zo) 
g(z) = g(zo) + g'(zo)(z - zo) + Vziz - zo) = g'(z 0 )(z - zo) + rj 2 (z - z 0 ) 

donde límj^^T)! = lím^^Tfe = 0. Entonces, como se buscaba, 

lí m = lím {/'( z o) + bi)(z-Zo) _ /'(zo) 

*-***> g(z) (g'(zo) + i? 2 }(z - zo) g'(zo) 
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CAPITULO 3 Diferenciación compleja y ecuaciones de Cauchy-Riemann 

Otro método 

/(z) f(z) -/izo) /g(z)-g(zo) 


/■ 


lím —— = lím ; 

g(z) z-»zo z — Zo / Z — Zo 

_ | lfm /(z) —/(zo) \ // lfm g(z) - <íf(zoJ\ _ /'(zo) 


Z^ZO z — Zo 


z^-zo Z — Zo 


g'(zo) 


3.23. 


z 10 + 1 

Evalúe a ) lím —^- 


1 — cosz 1 — cosz 

, „ , b) lim- ■= - y c) lim-=—. 

z-n z + 1 z^o z z-+o sen z 


Solución 

a) Sea /(z) = z 10 + 1 y g(z) = z 6 + 1. Entonces, f(i) = g(i) = 0. Además,/(z) = g(z) son analíticas en z = i. Por 
tanto, de acuerdo con la regla de L’Hopital, 


lím 


z lü + 1 


10 z 9 


= lím —= lím - z = - 
zz 6 + 1 z-¡-/ 6z 5 z3 3 


¿>) Sean/(z) = 1 — eos z y g(z) = z 2 . Entonces,/(O) = g(0) = 0. Además,/(z) y g(z) son analíticas en z = 0. Por 
tanto, según la regla de L’Hopital, 

„ 1 —cosz ,, senz 
lim---= lim - 


z^O z z 


>o 2z 


Como fi(z) = sen z y gi(z) = 2z son analíticas e iguales a cero cuando z = 0, puede aplicarse de nuevo la regla 
de L’Hopital y obtener el límite buscado, 

cosz 1 
2 


i. senz . 
lim-= lim - 

z^o 2z z->o 2 


c) Método 1. Se aplica repetidas veces la regla de L’Hopital y se obtiene 

1 — eos z sen z eos z 

lim-=— = lim-=■ = lim - 


_ 1 

z->o senz 2 z^o2zcosz 2 z^o2cosz 2 — 4z 2 senz 2 2 
sen z 

Método 2. Como lím--= 1, mediante una sola aplicación de la regla de L’Hopital, 

z^o z 

,, 1 —cosz ,, senz ,, /senz\/ 1 

lim - 3 — = lim -- = = lim - -- . 

z-»o senz z^o2zcosz~ z->oy z y\2cosz 


lím 


= lím(— 
senz" . , ,, z 


1 


z->oV z lz^o\2cosz 2 J ^ \2/ 2 


Método 3. Como lím —— = 1 o, lo que es equivalente, lím ——: = 1, con el inciso b) se escribe 


z—*0 z- 


z->osenz 2 


,, 1 —cosz ,, /l —eos z\t Z 

hm- y- = liml- -= - - 

z-^o senz ¿ z->o\ z /Vsenz 


• 2 x 1 — eos z 1 

= lnn-;-= - 


z^O z 


3.24. Evalúe lirado (eos z) 1 ^ 2 . 


Solución 

Sea w = (cosz) 1 /”. Entonces, ln w = (lncosz)/z 2 , donde se considera la rama principal del logaritmo. Mediante 
la regla de L’Hopital, 


,, , „ lncosz ,, (—senz)/cosz 

lim ln w = hm-=— = lim- 

z-s-o z->o z 2 z-zo 2 z 


,, /senz' 
= lim — 

z^o\ z 


1 


2 cosz 


= ( 1 ) 


1 

2 
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Problemas resueltos 


Pero como la función logarítmica es una función continua, se tiene 


lím ln w = lnl 

z^o 


lím w 

z ->0 


1 

2 


o lím ; ^o w = e x '~, que es el valor buscado. 

Observe que, como lírm^o cos Z — 1 y lím.^o 1 /z 2 = 00 , el límite buscado tiene la “forma indeterminada” 1°°. 


Puntos singulares 


3.25. En las funciones siguientes, localice e indique las singularidades en el plano finito z y determine si son 
singularidades aisladas o no. 

a)ñz) = tíd 4?’ »/« = s “WA <2 /w = <n/« = 5 ^ 

Solución 


a) f(z ) = 


(z 2 + 4) {(z + 2 í)(z - 2¡)r (z + 2¡) 2 (z - 2 ¿) 


Como 


lím (z ■ 


2 ¿) 2 /(z) = lím 


—TT = — 7^ 0 

2 í (z + 2i) 8 i 


z = 2i es un polo de orden 2. De manera similar, z = —2i es un polo de orden 2. 

Como puede hallarse un S tal que ninguna otra singularidad además de z = 2 i se encuentre en el interior del 
círculo |z — 2¿| = 5 (es decir, se elige 8 = 1), se concluye que z = 2 i es una singularidad aislada. De manera 
similar, z = —2 i es una singularidad aislada. 

tí) Como sec(l/z) = l/cos(l/z), las singularidades se presentan donde cos(l/z) = 0, es decir, 1/z = (2 n + 1) 
tt/ 2 o z = 2/(2 n + l)7r, donde n = 0, +1, +2, +3,.... Además, como/(z) no está definida en z = 0, se 
concluye que también z = 0 es una singularidad. 

Ahora, mediante la regla de L’Hopital, 


lím 

»2/(2n+l)7T 


Z — 


(2 n + 1 )tt 


/(z) = 


lím 

>2/(2n+l)7T 


= lím 


Z — 2/(2 n + 1)7 t 
cos(l/z) 

1 


z^ 2 /( 2 n+i) 7 r — sen(l/z){— 1 /z-) 


{ 2/(2 n + 1 )tt 1 2 


4(-ir 


sen( 2 n + 1)7 t/2 (2 n + 1 ) 2 7 t 2 


¿0 


Por tanto, las singularidades z = 2/(2 n + 1 )/tt, 


n = 0 , + 1 , ±2,... son polos de orden uno, es decir, 
polos simples. Observe que estos polos se encuentran 
sobre el eje real en z = ±2/tt , + 2 / 377 , + 2 / 577 ,... 
y que existe una cantidad infinita en un intervalo 


-2/5 27 

2/5 77 


finito que contiene al 0 (vea la figura 3-9). 

Como cada uno de estos polos puede encerrarse 
en un círculo de radio 8 que no contenga ninguna otra 
singularidad, se concluye que son singularidades ais- 

-2/k 

—2/3 77 

2/377 

2/77 


ladas. Hay que observar que entre más cerca esté la 
singularidad del origen, la <3 requerida será menor. 


Figura 3-9 


Como no es posible hallar ningún entero positivo n tal que lím .^, 0 (z — 0 )"/(z) = A ^ 0, se concluye que 
z = 0 es una singularidad esencial. Además, como todo círculo de radio 8 con centro en z = 0 contiene puntos 
singulares distintos de z = 0, sin importar cuán pequeño se tome 5, se ve que z = 0 es una singularidad no 
a islada. 
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CAPÍTULO 3 Diferenciación compleja y ecuaciones de Cauchy-Riemann 


c) El punto z = 2 es un punto de ramificación y es una singularidad no aislada. Además, como z 2 + 2z + 2 = 0, 
donde z = — 1 + i, se concluye que z l + 2z + 2 = (z+l + ¿)(z + 1 — 0 y que z = — 1 + i son polos de orden 
4, los cuales son singularidades aisladas. 

d) A primera vista, parece que z = 0 es un punto de ramificación. Para probar esto, sea z = re ,e = re l(0+2n \ 
donde 0 < 9 < 2tt. 

Si z = re ,e , se tiene 

sen X/re' 6 ^ 2 ) 


m = 


*Jre ,8 l 2 


Si z = re ,< ' e+2 ' n \ se tiene 


f(z) = - 


riX/re ie/2 e™) sen (~^re ie/2 ) sen Xjre w/2 ) 


*Jre ,e ! 2 e 


—y/re ie l 2 


V7e' 0 / 2 


Por tanto, la función tiene en realidad sólo una rama y z = 0 no puede ser punto de ramificación. Como 
lím^o sen-y/z/^/z = X se concluye que z = 0 es una singularidad removible. 

z 8 _|_ -4 _|_ 2 

3.26. a) Localice e indique todas las singularidades de f(z) = —- — j- - y. 

(z - 1) 3 (3z + 2 ) 2 

tí) Determine dónde es analítica/fz). 

Solución 

a) En el plano finito z, las singularidades se encuentran en z = l y z = —2/3; z = 1 es un polo de orden 3 y 
z = —2/3 es un polo de orden 2. 

Para determinar si existe una singularidad en z = 1 /w (el punto al infinito), sea z = oo. Así, 


/(1/w) = 


(1/w) 8 + (1/vv) 4 + 2 


1 + w 4 + 2 w 8 


(1/w - l) j (3/w + 2)- w 3 (l - wL(3 + 2 w) ¿ 


Por tanto, como w = 0 es un polo de orden 3 de la función/(1/w), se concluye que z = oo es un polo de orden 
3 de la función/(z). 

Por tanto, la función dada tiene tres singularidades: un polo de orden 3 en z = 1, un polo de orden 2 en 
z = —2/3 y un polo de orden 3 en z = oo. 

b) Según el inciso a), se concluye que/(z) es analítica en todas partes del plano finito z, excepto en los puntos 
z = 1 y z = -2/3. 

Familias ortogonales 

3.27. Sean u(x, y) = a y v(x, y) = ¡3, que representan dos familias de curvas y donde u y v son las partes real e 
imaginaria de una función analítica/(z), y « y (3 son constantes. Demuestre que si/'(z) 0, estas familias 

son ortogonales (es decir, en su punto de intersección, cada miembro de una familia es perpendicular a cada 
miembro de la otra familia). 


Solución 

Considere dos miembros arbitrarios de las respectivas familias, por ejemplo, u(x, y) = «i y v(x, y) = /3i, donde oq 
y Pi son constantes particulares [figura 3-10]. 

Se diferencia u(x, y) = a¡ respecto de x y se obtiene 

du 3 u dy 

- 1 -= 0 

dx dy dx 


Así, la pendiente de u(x, y) = ai es 


dy 

dx 


du / du 


;/ 


dx / dy 
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De manera similar, la pendiente de v(x, y) = fí\ es 

dy dv j dv 

dx dx / dy 

Ahora 


f(z) 


du .dv dv . 3 u 

dx+ dx dy dy ^ 


ya sea 


du 

dx 


dv 

dy 


^0 o 


dv 

dx 


du 

dy 


*0 


A partir de estas ecuaciones y desigualdades, se concluye que el producto de las pendientes es — 1 (donde ninguna 
de las derivadas parciales es cero), o una pendiente es 0 y la otra es infinita, es decir, una recta tangente es hori¬ 
zontal y la otra es vertical cuando 

du dv dv du 

— = — = 0 o — =-= 0 

dx dy dx dy 


Por tanto, si/'(z) 0, las curvas son ortogonales. 


y 



' Ct\ 

y 

c z 

/X 


1 , ° 



._ 

E 



Figura 3-10 Figura 3-11 


3.28. Encuentre las trayectorias ortogonales de la familia de curvas en el plano xy definidas como e X (x sen y — 
y eos y) = a, donde a es una constante real. 

Solución 

De acuerdo con los problemas 3.7 y 3.27 se sigue que e~ x (y sen y + xcos y) = ¡3, donde ¡3 es una constante real, 
es la ecuación buscada de las trayectorias ortogonales. 

Aplicaciones en geometría y mecánica 

3.29. Una elipse C tiene como ecuación z — a eos cot + bi sen cot, donde a, b, co son constantes positivas, y a > b 
y 1 es una variable real, á) Represente gráficamente la elipse y muestre que a medida que t aumenta a partir 
de t = 0, la elipse se recorre en dirección contraria a las manecillas del reloj, b) Encuentre un vector unitario 
tangente a C en cualquier punto. 

Solución 

a) A medida que f aumenta de 0 a tt/Tm, de tt/2u> a t t/ío, de i t/u> a 2>tt/2u> y de 3tt/2u) a 2tt/u>, el punto z 
se mueve sobre C de A a B, de B a D, de D a E y de E a A, respectivamente (es decir, se mueve en dirección 
contraria a las manecillas del reloj, como se muestra en la figura 3-11). 

b ) Un vector tangente a C en cualquier punto t es 

dz 

— = — aa> sen cot + btoi eos cot 
dt 

Así, un vector unitario tangente a C en cualquier punto t es 

dz/dt — a o sen cot + b coi eos cot — a sen cot + bi eos cot 

\dz/dt\ \—acó sen cot+ bcoieos cot\ J a 2 sen 2 cot + b 2 eos 2 cot 
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3.30. En el problema 3.29, suponga que z es el vector posición de una partícula que se mueve sobre C y que t es 
el tiempo. 

d) Determine la velocidad y la rapidez de la partícula en cualquier momento. 

b ) Determine la aceleración, tanto en magnitud como en dirección, en cualquier momento. 

c) Compruebe que d 2 z/dt 2 — —orz y dé una interpretación física. 

d) Determine dónde tienen la velocidad y la aceleración su mayor y menor magnitud. 

Solución 

a) Velocidad = dz/dt = — acosen cot + bcüi eos cot. 

Rapidez = magnitud de la velocidad = \dz/dt\ = co\Ja 2 sen 2 cot + b 2 eos 2 cot 

b) Aceleración = d 2 z/dt 2 = —acó 2 eos cot — bco 2 i sen cot. 

Magnitud de la aceleración = \d 2 z/dt 2 \ = co 2 s/a 2 eos 2 cot + b 2 sen 2 cot 

c) De acuerdo con el inciso b), se ve que 

d 2 z/dt 2 = —acó 2 eos cot — boj 2 i sen cot = —co 2 ( a eos cot + bi sen cot) = — co 2 z 

Físicamente, esto significa que en cualquier momento la aceleración se dirige al punto O y la magnitud es 
proporcional a la distancia instantánea a O. A medida que la partícula se mueve, su proyección sobre los ejes x 
y y describe lo que suele conocerse como un movimiento armónico simple con periodo 2 tt/co. A la aceleración 
también se le conoce como aceleración centrípeta. 

d ) De acuerdo con los incisos a) y b), se tiene 


Magnitud de la velocidad = coy] a 2 sen 2 cot + b 2 { 1 — sen 2 wt) = coJ ( a 2 — b 2 ) sen 2 <w/ + b 2 

Magnitud de la aceleración = co 2 ^Ja 2 eos 2 cot + ¿> 2 (1 — eos 2 cot) = co ( a 2 — b 2 ) eos 2 cot + b 2 

Entonces, la velocidad tiene su mayor magnitud [dada por coa] donde sen cot = +1, es decir, en los puntos B y 
E [figura 3-11], y su menor magnitud [dada por cob ] donde sen cot = 0, es decir, en los puntos Ay D. 

De manera semejante, la aceleración tiene su mayor magnitud [dada por co 2 a\ donde eos cot = +1, es decir, 
en los puntos A y D, y su menor magnitud [dada por co 2 b] donde eos cot = 0, es decir, en los puntos B y E. 

En teoría, los planetas del sistema solar se mueven en trayectorias elípticas en las que el Sol se encuentra en 
uno de sus focos. En la práctica, estas trayectorias muestran una cierta desviación de una trayectoria elíptica 
exacta. 


Gradiente, divergencia, rotor y laplaciano 


3.31. Demuestre la equivalencia de los operadores: 

d d d 3 (d d\ 

= + —, ¿0 — = z — - — donde Z = x+iy,z=x-iy. 

óx dz dz dy \dz dz) 

Solución 

Si F es una función continua diferenciable, entonces 

, dF dFdz dFdz dF dF. , . , . 9 9 9 

a) — =-1-=-1-lo que muestra la equivalencia — =- 1 -. 

dx dz dx di dx dz dz dx dz dz 

,, dF dFdz dF dz dF dF, . .(dF dF\, , . , . 9 

b) — =-1—_ — = — (z) -|—- (—z) = z-- I lo que muestra la equivalencia — 

dy dz dy dz dy dz dz \ dz. dz J dy 
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8 3 3 - 3 3 3 

3.32. Muestre que a) V = —+i —= 2 —,b) V = -- i —= 2 —. 

dx dy dz dx dy dz 

Solución 

De acuerdo con las equivalencias del problema 3.31, se tiene 


a ) 


d_ ,d__d_ d_ Jd_ __3\ _ 9 

9x~*~ dy dz~^ 3z~*~ \3z 3z/ 3z 


3 .3 9 3 , 2 / 9 3 \ 3 

) ~ 3¡ + 3l~ \3z _ 3lJ _ ~3z 


3.33. Suponga que F(x, y) = c [donde c es una constante y F es continuamente diferenciable] es una curva en el 
plano xy. Muestre que grad F = VF = (8F/8x) + i(8F/8y) es un vector normal a la curva. 


Solución 

Se tiene dF = (dF/dx)dx + ( dF/dy)dy = 0. En términos del producto punto [vea la página 7], esto se expresa 
como 


(8F 3 F\ 

\3v + ( 3v) ( dx + id y) = 0 

Pero dx + i dy es un vector tangente a C. Por tanto, VF = (dF/dx) + i(dF/dy) debe ser perpendicular a C. 
3 P 80 (dQ 3 P\ 8B 

3.34. Muestre que-H(-1-) = 2—, donde B(z, z ) = P(x, y) + iQ(x, y). 

dx dy \dx dy J dz 

Solución 

De acuerdo con el problema 3.32, VB = 2(3B/3z). Por tanto, 


3.35. 


/ 3 3 \ 3 P 

vb = [t + í t V p + iQ) = ir 

\obc oy) dx 


Sea C la curva en el plano xy definida por 3x 2 y — 2 y 3 = 
C en (1, -1). 


— — + i(— + —^ =2— 
dy V dx dy) 3z 

5x 4 y 2 — 6x 2 . Encuentre un vector unitario normal a 


Solución 

Sea F(x, y) = 3x 2 y — 2y 3 — 5x 4 y 2 + 6x 2 = 0. De acuerdo con el problema 3.33, un vector normal a C en (1, —1) 
es 


dF dF 

VF =-L i — = (6xy — 20x 3 y 2 + 12x) + ¡(3x 2 — 6y 2 — 10x 4 y) = —14 + li 

dx dy 

Así, un vector unitario normal a C en (1, —1) es -— ^ + 1'. = — ~ F ■ Otro vector unitario es ^ ‘ 


1-14 + 7/1 V5 


V5 


3.36. Suponga que A(x, y) = 2xy — ix 2 y 3 . Encuentre a) grad A, b ) div A, c) |rot A| y d) laplaciano A. 


Solución 

a) grad A = VA = + i j (2xy - ¿x 2 y 3 ) = ^ (2xy - ix 2 y 3 ) + i ^ (2xy - ix 2 y 3 ) 

= 2y — 2ixy 3 + i(2x — 3/x 2 v 3 ) = 2y + 3x 1 y 2 + /( 2x — 2 xy 3 ) 
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b) div A = V ■ A = Re{VA) = Re 


3 3 t ^ i 

= „ (2xy) - — (x 2 y 3 ) = 2y - 3xV 
dx dy 


c) |rot A| = |V x A| = |Im{VA}| = 


x 2 ^ 2 


3 , , 3 

^-(-x 2 y 3 ) - — (2xy) 
dx óy 


= — 2xy — 2x 


^2 a 02 a 02 02 

¿/) laplaciano A = V 2 A = Re{VVA} = —y + —y = —r (2xy - /x 2 y 3 ) + —=■ (2xy - /x 2 ^ 3 ) 

dx z dy z dx z dy z 

0 0 

= —(2y — 2ixy 3 ) H-(2x — 3ix 2 y 2 ) = —2iy 3 — 6ix 2 y 

dx " " 3y 

Problemas diversos 

3.37. Demuestre que las ecuaciones de Cauchy-Riemann se expresan en forma polar como 

du 1 dv dv 13 u 

3 r r 30’ dr r dd 

Solución 

Se tiene x = r eos 9, y = rsen 9 o f = ,/x 2 + y 2 , 6 = tan -1 (y/x). Entonces, 

du du dr du 3 9 du I x \ du ( —y \ du 1 du 

d x = TrTx + Yedx = dr[yjyy) + d6\x^f) = Yr cosd ~J- Ye &en0 


du du dr du 3 9 du 


y \ du ( x \ du 13 u 

— , — , i I H-I - ñ ) = — sen 3 H-eos 0 

dy dr dy dd dy dr _|_ y 2 J dd \x 2 + y 2 ) dr r dd 


De igual manera, 


dv dv dr dv 3 0 dv 1 dv 

— =-1-= — eos 6 -sen 6 

dx dr dx dd dx dr r dd 


dv dv dr dv dd dv 1 dv 

- = -1-= — sen d-t -eos d 

dy dr 3v dd dy dr r dd 

De acuerdo con la ecuación de Cauchy-Riemann du/dx = dv/dy, con (1) y (4), 

/du 1 dv\ (dv 1 du\ 

{dr-J-¥d) cose -[¥r + 7-Ye) sene = 0 

De acuerdo con la ecuación de Cauchy-Riemann du/dy = —(dv/dx), con (2) y (3) se tiene 

du 13iA fdv 13n\ 

,áF-73íj”“ #+ (fr + 73»j c “ l ’ = 0 

Se multiplica (5) por eos d, (6) por sen 0 y se suman, para obtener 

du 1 dv du 1 dv 

dr r dd dr r dd 

Se multiplica (5) por —sen 9, (6) por eos 0 y se suma, para obtener 

dv 1 du dv 1 du 

dr r dd dr r 3 9 
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3.38. Verifique que, expresadas en forma polar, las partes real e imaginaria de una función analítica de una variable 
compleja satisfacen la ecuación [ecuación de Laplace en forma polar] 


9 2 ^ 1 9 ^ 1 9 2 ^ 
dr 2 r dr r 2 dé 2 


Solución 

Del problema 3.37, 


dv du 

áe =r dr 


dv 

dr 


1 du 

799 


Para eliminar v se diferencia (1) parcialmente respecto de r y (2) respecto de 6. Así, 

d 2 V di 9tA 9 / du\ d 2 u du 
drdO~dr\dÓJ ~dr\dr) ~ 'dr 2+ ~dr 

d 2 v _ d / dv\ 9/1 du\ _ 1 Fu 

dédi-~d0\Fr) ~de\~rdé) ~ 


Pero 


Fv Fv 


drd6 d6dr 

suponiendo que las segundas derivadas parciales son continuas. Por tanto, de (3) y (4), 

d 2 u du 1 d 2 u d 2 u 1 du 1 d 2 u 

r—r + —=-^ o — + -— + —— = 0 


dr 2 dr 


■dF 


dr 2 r dr r 2 dé 2 


( 1 ) 

(2) 

(3) 

(4) 


De manera similar, mediante la eliminación de u se encuentra 

Fv idv l Fv _ 
dr 2 r dr r 2 dF 

con lo que se llega al resultado buscado. 

3.39. Suponga que w — fié), donde é = g(z). Suponga que/y g son analíticas en una región 7 Z y demuestre que 

dw dw dt, 
dz dt, dz 

Solución 

Suponga que z se incrementa Az F 0, de manera que z + Az está en 7¿. Entonces, en consecuencia, ^ytvse incre¬ 
mentarán y Aw, respectivamente, donde 

aw =/(¿-+ aí ) -na ^=g(z+te)- g (z) 


Observe que cuando Az —> 0, se tiene A w —> 0 y A£ —> 0. 

Si Af ¥= 0, se escribe e = ( Aw / A¿") — {dw/dé) de manera que e —> 0 cuando A£ —» 0 y 

dw . 

Aw = — Af + eAé 
dé 


(1) 


( 2 ) 
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Diferenciación compleja y ecuaciones de Cauchy-Riemann 


Si Al = 0 para valores de Az, entonces (1) muestra que A w = 0 para estos valores de Az. Para estos casos, se 
define e = 0. 

Se sigue que, en ambos casos, Ag 0 o Al = 0, se satisface la ecuación en (2). Al dividir (2) entre Az 0 y 
tomar el límite cuando Az —> 0, se tiene 


dw ,, Aw ,, /dw Al Aw\ 

— = hm —— = lim I--A + e—— ) 

dz Az Az^ 0 \í/fAz A zj 

dw Al ,, Aw 

=-ltm -—|- lim e • hm —— 

dt, Az->0 Az Ac -*-0 Az^O Az 

dw di di dw di 

=-- + 0 ■ — =-- 

di dz dz di dz 


3.40. a) Suponga que u\{x, y) = du/dx y u 2 (x, y) = du/dy. Compruebe que f(z) = ui(z , 0) — iu 2 (z, 0). 
b ) Muestre que el resultado obtenido en a) sirve para resolver los problemas 3.7 y 3.8. 

Solución 

3 u 3 u 

a) De acuerdo con el problema 3.5, se tiene /'(z) =- i — = y ) — /ío(x, y). 

dx dy 

Con y = 0, esto se convierte en f'(x) = jíi(a:, 0) — iui(x , 0). 

Después, al sustituir x por z, se tiene, como se deseaba, /'(z) = wi(z, 0) — iu 2 (z, 0). 

b) Como se da u = e~ x (xsen y — v eos v), se tiene 

, x du _ Y _ v _ Y 

it\(x, y) = — = e sen y — xe sen y + ye cosy 
ax 

, . du __ _ 7 _ r 

u-i(x, y) = — = xe cosy + ye ~ sen y — e cosy 
dy 

de manera que, según el inciso a), 

f'(z) = u¡(z, 0) — iu 2 (z, 0) = 0 — i(ze~ z — e~ z ) = —i{ze~ z — e~ z ) 

Al integrando respecto de z se tiene, salvo una constante, /(z) = ize~ z . Se separa esto en parte real y parte 
imaginaria, y v = e~ x (y sen y + x eos y) salvo una constante. 

3.41. Suponga que A es real o, de manera más general, suponga que Im A es armónica. Verifique que |rot grad A| = 
0. 


Solución 


Si A = P + Qi, se tiene 

Entonces, 

|rot grad A 


, 3 . 3\ dP dQ tdP dQ 

grad A — [ — + i —)(P + iQ) — - -+ ¡ ( ~¡r + yr 

\ ox dy ) dx dy \ oy 3.r 


Im 


Im 


3 

dx 

PP 

dx 2 


9 X 

3 2 Q 

dxdy 




3 P 

dx dy 
3 2 P 


3 P d Q 
d v dx 


+ i 


3 2 a 

dx dy dx 2 


d 2 P 
dy dx 


3 2 Q 

dy 2 


3 2 Q 3 2 Q 

dx 2 dy 2 


d 2 P 

dy 2 


3 2 g y 

3y dx) _ 


Por tanto, si Q = 0, es decir, A es real, o si Q es armónica, ¡rot grad A| = 0. 
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Problemas complementarios 



U U U Ls 2 2 

3.42. Resuelva la ecuación diferencial parcial -r-=- + —= x — y . 

Solución 

Sean z = x 4- iy, z = x — iy, de manera que jc = (z + z)/2, y = (z — z)/2¡. Entonces, x 1 — y 1 = ^(z 2 + z 2 ) y 


9 a í/ &U , 9 2 £7 

-1-= V 2 (/ = 4- 

3x 2 9y 2 3z 3z 

Por tanto, la ecuación diferencial parcial dada se convierte en 4(3 2 (7/3z dz) 


3 /3íA 
dz\díj 


1 

8 


(z 2 + ?) 


1 

2 


(z 2 + z 2 ) o 


( 1 ) 


Se integra (1) respecto de z (tratando a z como constante), 


3(7 

"W 



zz 


+ F i(z) 


(2) 


donde 


Fj(z) es una función arbitraria de z. Al integrar (2) respecto de z, 


„-| + g +TO+G ( d 


(3) 


donde F(z) es la función obtenida al integrar F^z), y G(z) es una función arbitraria de z. Se sustituye zyz por 
x + iy y x — iy, respectivamente, y se obtiene 

U = ^ (* 4 - y 4 ) + F(x - iy) + G(x + iy) 


PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


Derivadas 

3.43. Con la definición, encuentre la derivada, en el punto indicado, de las funciones siguientes. 

a) /(z) = 3z 2 + 4 iz — 5 + i; z = 2, b) f(z) = [ ; z = —i y c) f(z) = 3z -2 ; z = 1 + i. 

z + 2i 

3.44. Demuestre que — (z 2 z) no existe en ninguna parte. 

dz 

3.45. Determine si |z| 2 tiene derivada en alguna parte. 

3.46. Dadas las funciones siguientes determine los puntos singulares, es decir, 

z 

analítica. Determine la derivada en todos los demás puntos, a) - y 

z + i 

Ecuaciones de Cauchy-Riemann 

3.47. Verifique que la parte real y la imaginaria de las funciones siguientes 
Riemann, y concluya si estas funciones son analíticas. 

a) f(z) = z 2 + 5 iz +3 - i, b) f(z) = ze~ z y c) /(z) = sen 2z. 

3.48. Muestre que la función x 2 + iy 3 no es analítica en ninguna parte. Concilie esto con el hecho de que las ecuaciones 
de Cauchy-Riemann se satisfacen en x = 0 y y = 0. 

3.49. Demuestre que si w =f(z) = u + iv es analítica en una región Tí, entonces dw/dz = dw/dx = — i(dw/dy). 


los puntos en los que la función no es 
,, 3z — 2 

z 2 + 2z + 5' 


satisfacen las ecuaciones de Cauchy- 
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CAPÍTULO 3 Diferenciación compleja y ecuaciones de Cauchy-Riemann 

3.50. a) Compruebe que la función u = 2x(l — y) es armónica, b) Encuentre una función u tal que/(z) = u + iv sea 
analítica [es decir, encuentre la función conjugada de u], c) Exprese f(z) en términos de z. 

3.51. Responda el problema 3.50 con la función u = x 2 — y 2 — 2xy — 2x + 3 y. 

2 

3.52. Verifique que las ecuaciones de Cauchy-Riemann se satisfacen para las funciones a) e , b) eos 2z y c) senh 4z. 

3.53. Determine cuáles de las siguientes funciones u son armónicas. Para cada función armónica, encuentre la función 
armónica conjugada v y exprese u + iv como función analítica de z. 

á) 3 x 2 y + 2X 2 — y 3 — 2y 2 , b) 2xy + 3ry 2 — 2y 3 , c) xe z eos y — ye 7 sen y y d) e~ 2xy sen(V — v 2 ). 

3.54. a) Verifique que <// = ln[(x — l) 2 + (y — 2) 2 ] es armónica en toda región en la que no esté comprendido el punto 

(1, 2). b) Encuentre una función cf> tal que (/> + ii/j sea analítica, c) Exprese <fi + ii/r como función de z. 

3.55. Suponga que Im{/'(z)} = 6x(2y — 1) y/(0) = 3 — 2i,/(l) = 6 — 5 i. Encuentre/(I + i). 


Diferenciales 

3.56. Sea w = iz 2 — 4z + 3 i. Encuentre a) Aw, b ) dw, c) A w — dw en el punto z = 2i. 

3.57. Suponga que w = (2z + 1 ) 3 , z = —i, Az = 1 + i. Encuentre á) A w y b) dw. 

3.58. Sea w = 3 iz 2 + 2z + 1 — 3 i. Encuentre a ) A w, b) dw, c) Aw/Az y d) dw/dz donde z = i. 

sen 2 (Az/2) 


A w 

3.59. a) Suponga que w = sen z. Muestre que —— = eos z 

Az 


sen A. 


2 senz 


, _ sen Az dw 

b) Suponga que límA-^ 0 —,— = 1 y compruebe que — = eos z. 

Az dz 


c) Muestre que dw = (eos z) dz. 

3.60. a) Sea w = ln z. Muestre que si Az/z = £, entonces Aw/Az = (1/z) ln {(1 + 

b) Suponga que lím^ 0 (1 + = e y verifique que dw/dz = 1/z. 

c) Muestre que d( ln z) = dz/z. 

3.61. Dadas restricciones para/(z) y g(z), demuestre que 

a) d{f(z)g(z)} = {fiz)g'(z) + g(z)f'(z.)}dz 

b ) d{f(z)/g(z)} = {g(z)f(z) -f(z.)g'(z)}dz/{g(z)} 2 

Reglas de diferenciación. Derivadas de funciones elementales 

3.62. Suponga que/(z) y g(z) son analíticas en una región IZ. Compruebe que 

a) d/dz{2if(z) - (1 + i)g(z)} = 2if(z) - (1 + í)g'(z), b) d/dz{f(z )} 2 = 2/(z)/'(z), 

c) d/dz{f(.z)}- 1 = -{f(z.)r 2 f(z). 

3.63. Con las reglas de diferenciación, encuentre la derivada de cada función siguiente: 

a) (I + 4¡jz 2 - 3z - 2, tí) (2z + 3¡j(z - i), c) (2z - í)/(z + 2í), d)(2iz+l) 2 y é) (iz - 1)“ 3 . 

3.64. Encuentre las derivadas de las funciones siguientes en el punto indicado: 
a) (z + 2¿)(/ - z)/(2z - 1), z = i y b) {z + (z 2 + l) 2 ) 2 , z = 1 + i. 
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Problemas complementarios 


d d ■, 

3.65. Compruebe que a) —secz = secz tan z y b) —cotz = —csc“z. 
dz dz 


3.66. Demuestre que a) — (z 2 + I ) l/2 = - 
dz 


(z 2 + 1) 1/2 


, b)-\n(z 2 + 2z + 2) = 

dz 


2z + 2 
z 2 + 2z +2 


e indique cualquier restricción 


que pueda haber. 

3.67. Encuentre las derivadas de cada una de las funciones siguientes, e indique las restricciones que pueda haber. 
a) 3 sen 2 (z/2), b) tan 3 (z 2 — 3z + 4¿), c) ln(secz + tanz), d) csc{(z 2 + l) 1/2 j y e) (z 2 — 1) cos(z + 2i). 

3.68. Verifique que a) —(1 + z 2 ) 3/2 = 3z(l + z 2 ) 1/2 y b) ^-(z + 2 s fz) 113 = ^z _1/2 (z + 2^/z)~ 2/3 (^/z + 1). 

dz dz 3 


3.69. Compruebe que a) — (tan z) = 


1 


zr + 1 


d 1 

3.70. Demuestre que a) — senh z = 


y b) (sec 1 z) = 


dz 


dz 


\/1 +: 


y b) —csch l z = 
dz 


Z\/z 2 - 1 

-1 

zVz 2 + 1 


3.71. Encuentre las derivadas de las expresiones siguientes: 

a) {sen _1 (2z — l)} 2 c) cos _1 (senz — cosz) e) coth“ 1 (zcsc 2z) 

b) lnícor 1 z 2 } d) tan" 1 (z + 3¡)“ 1/2 /) ln(z - § + Vz 2 -3z+2i) 

3.72. Suponga que w = cos _1 (z — 1), z = senh^ + 2 i) y £ = sft. Encuentre dw¡dt. 

3.73. Sean w = t sec(/ — 3¿) y z = sen _1 (2í — 1). Encuentre dw/dz. 

3.74. Suponga que w 2 — 2w + sen 2z = 0. Encuentre a) dw/dz y b)d 2 w/dz 2 . 

3.75. Dada w = eos £, z = tan(£ + ni), encuentre d 2 w/dz 2 en £ = 0. 

3.76. Encuentre a) d/dz{z laz } y b) í//<fe{[sen(¿z — 2)] tan 1(z+3¡) }. 

3.77. Encuentre las segundas derivadas: 

a) 3 sen 2 (2z — 1 + i), b) lntanz 2 , c) senh(z + l) 2 , d) cos _I (lnz) y e) sech-'Vl + z- 


Regla de L’Hopital 


3.78. Evalúe a) lím 


z 2 + 4 


b ) lím (z — e m/3 )( ) y c) lím 

i «»/> \z 3 +lj Z^i 


z 2 — 2 iz — 1 
z 4 + 2z 2 + 1 


í^\ 


z—> 2 i 2z 2 + (3 — 4/)z — 6 i 
z — sen z 

3.79. Evalúe a) lím-—-— 2 y b) lím ( z — mni ) 

z->o z i z->mm ysen 

tan 1 ^2 j 

3.80. Encuentre lím---, donde la rama de la inversa de la tangente se elige de manera que tan -1 0 = 0. 

z-*■« sen“(z 2 +1) 

3.81. Evalúe lírnf— 

z^oV z 


Puntos singulares 

3.82. Localice e indique las singularidades en el plano finito z de las funciones siguientes. 


a) 


zr - 3 z 


b) 


ln(z + 3¿) 


c) sen 1 (1/z), d) y/z(z 2 + 1) y e) 


cosz 


z z + 2z + 2’ '' z 2 ’ 1 ' ''(z + í) 4 

3.83. Muestre que/(z) = (z + 3¡) 5 /(z 2 — 2z + 5) 2 tiene polos dobles en z = 1 + 2/ y un polo simple al infinito. 

3.84. Muestre que e x ~ tiene una singularidad esencial al infinito. 
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CAPÍTULO 3 Diferenciación compleja y ecuaciones de Cauchy-Riemann 

3.85. Localice e indique todas las singularidades de las funciones siguientes. 

a) (z + 3)/(z 2 - 1), b) csc(l/z 2 ) y c) (z 2 + l)/z 3/2 . 

Familias ortogonales 

3.86. Encuentre las trayectorias ortogonales de las siguientes familias de curvas: 
á) x'y — xy' = a y b) e~ x eos y + xy = a. 

3.87. Encuentre las trayectorias ortogonales de la familia de curvas r eos 29 = a. 

3.88. Separe f(z) = z + 1/z en parte real y parte imaginaria, y muestre que las familias (r 2 + 1) eos 6 = ar y 
(ir — 1) sen 0 = (3r son trayectorias ortogonales, y verifique por otro método. 

3.89. Sea n una constante real arbitraria, y demuestre que r" = a sec nQ y r n = /3 esc nü son trayectorias ortogonales. 

Aplicaciones en geometría y mecánica 

3.90. Una partícula se mueve a lo largo de la curva z = e~ t (2 sen t + i eos t). 

a) Encuentre un vector unitario tangente a la curva en el punto en el que t = 7r/4. 

b ) Determine las magnitudes de la velocidad y aceleración de la partícula en t = 0 y t = ir/2. 

3.91. Una partícula se mueve a lo largo de la curva z = aé"". a) Muestre que su rapidez es siempre constante e igual 
a coa. 

b) Muestre que la magnitud de su aceleración es siempre constante e igual a ara. 

c) Muestre que la aceleración siempre se dirige a z = 0. 

d) Explique la relación entre este problema y el de una piedra en el extremo de una cuerda que se hace girar en 
un plano horizontal. 

3.92. La posición en el tiempo t de una partícula que se mueve en el plano z está dada por z = 3te~ 4 ". Encuentre la 
magnitud de a) la velocidad y b ) la aceleración de la partícula en t = 0 y en t = 7r. 

3.93. Una partícula P se mueve a lo largo de la recta x + y = 2 en el plano z con una rapidez uniforme 3v^2 pies/seg 

desde el punto z = —5 + li hasta el punto z = 10 — 8i. Si w = 2z 2 — 3 y P’ es la imagen, en el plano w, de P , 

encuentre la magnitud de a) la velocidad y b ) de la aceleración de P’ después de 3 segundos. 

Gradiente, divergencia, rotor y laplaciano 

3.94. Sea F = x 2 y — xy 2 . Encuentre a) VF y b) V 2 F 

3.95. Sea B = 3z 2 + 4z. Encuentre a) grad B , b) div 5, c) |rot B\ y d) laplaciano B. 

3.96. Sea C la curva en el plano xy definida por x 2 — xy + y 2 = 7. Encuentre un vector unitario normal a C a) en el punto 
(—1, 2) y b ) en cualquier punto. 

3.97. Encuentre la ecuación de la recta normal a la curva x 2 y = 2xy + 6 en el punto (3, 2). 

3.98. Muestre que V 2 |/(z)| 2 = 4|/'(z)| 2 . Para ilustrar, elija/(z) = z 2 + iz. 

3.99. Compruebe que V 2 {FG} = FV 2 G + GV 2 F + 2VF • VG. 

3.100. Demuestre que div grad A = 0 si A es imaginaria o, de manera más general, si Re {A} es armónica. 

Problemas misceláneos 

3.101. Sea f(z) = u(x, y) + iv(x, v). Verifique que: 

a)f(z) = 2u(z/2, —iz/2 ) + constante y b)f(z ) = 2iv(z/2, —iz/2) + constante. 
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Problemas complementarios 


3.102. Con el problema 3.101 halle/(z) si a ) u(x, y) = x 4 — 6x~v~ + y 4 y b) v(x, y) = senh x eos y. 

3.103. Suponga que V es la rapidez instantánea de una partícula que se mueve a lo largo de una curva plana C. Compruebe 
que el componente normal de la aceleración en cualquier punto de C está dado por V 2 /R, donde R es el radio de 
curvatura en ese punto. 

3.104. Encuentre una función analítica/(z) tal que Re{/'(z)} = 3X 2 — 4y — 3y 2 y/(l + i) = 0. 

3.105. Muestre que la familia de curvas 

r2 v2 

= 1 


a 2 + A b 2 + A 

en la que —a 2 < A < —b 2 es ortogonal a la familia en la que A > —b 2 > —a 2 . 

3.106. Demuestre que la ecuación F(x, y) = constante puede expresarse como u(x, y) = constante, en donde u es 
armónica si y sólo si la expresión siguiente es función de F: 

d 2 F/dx 2 + PF/dy 2 
(dF/dx) 2 + (dF /dy) 2 

Ilustre el resultado del problema 3.106 considerando (y + 2)/(x — 1) = constante. 

Sea f(z) = 0 en una región TZ. Compruebe que/fz) debe ser una constante en TZ. 

Suponga que w =/(z) es analítica y se expresa en coordenadas polares {r, 9). Demuestre que 


3.107. 

3.108. 

3.109. 


dw ¡H dw 
dz 3 r 

3.110. Suponga que u y v son funciones armónicas conjugadas. Verifique que 

3 u 3 u , 

dv = —dy - —dx 
óx dy 

3.111. Dadas u y v armónicas en una región TZ, demuestre que la expresión siguiente es analítica en TZ: 

3 u 3tA ,/3 u dv 
dy dxj \3x dy 


3.112. 

3.113. 

3.114. 


Compruebe que/(z) = |z| 4 es diferenciable pero no analítica en z = 0. 

Dada/(z) analítica en una región TZ y f(z)f'(z) ^ 0 en TZ, demuestre que <// = ln |/(z)| es armónica en TZ. 

Exprese las ecuaciones de Cauchy-Riemann en términos de las coordenadas curvilíneas (£;, r¡), donde 
x = cosh r¡,y = e^ senh r¡. 


3.115. Muestre que una solución de la ecuación diferencial 


, d 2 Q dQ Q 

L—— + R — + — = E 0 eos (ot 
dt 2 dt C 


donde L, R, C, E 0 y a> son constantes, está dada por 


3.116. 

3.117. 


Q = Re 


E 0 e“ 


ia>[R + i((üL — 1/ cüC)] 

Esta ecuación surge en la teoría de ¡a corriente alterna de la electricidad. 

[Sugerencia. Reescriba el lado derecho como E 0 e ,a>t y después suponga una solución de la forma Ae ,<ot , donde hay 
que determinar A], 

Muestre que V 2 {/(z)}" = n 2 |/(z)|” _2 |/ , (z)| 2 , con restricciones a/(z). 

cPU 3 2 U « 

Resuelva la ecuación diferencial parcial + —— = 


dx 2 dy 2 x 2 + y 2 
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^ CAPÍTULO 3 Diferenciación compleja y ecuaciones de Cauchy-Riemann 


t t t t 

3.118. Demuestre que V 4 [/ = V 2 (V 2 [/) = + 2—-—- H- T 

ax 9x 2 9y 2 dy 4 

^4 jj 04 jj 

3.119. Resuelva la ecuación diferencial parcial —- + 2 —-— - + 

F dx 4 dx 2 dy 2 


= 16 


dfü 

dz 2 dz 2 


¡fv 

dy 4 


36(x 2 + y 2 ). 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


3.43. 

3.46. 

3.53. 

3.54. 
3.56. 
3.58. 

3.63. 

3.64. 
3.67. 


3.71. 

3.72. 
3.74. 

3.76. 

3.77. 

3.78. 
3.82. 


3.85. 


3.86. 

3.90. 

3.92. 

3.94. 

3.96. 

3.104. 

3.119. 


a) 12 + 4/, b) —5 i y c) 3/2 + 3i/2 3.50. b) 2y + x 2 — y 2 , c) iz : 2 + 2z 

a) —i, i/(z + i) 2 ; b) — 1 + 2 i, (19 + 4z — 3 z 2 )/{z 2 + 2z + 5) 2 3.51. b ) x 2 — y 2 + 2xy — 3x — 2y 

a) v = 4xy — x 3 + 3xy 2 + c,/(z) = 2 z 2 — iz 3 + ic, b ) no es armónica 

c) ye* eos y + xe* sen y + c, zef + ic y d) —e 2xy cos(x 2 — y 2 ) + c, —ie ix + ic 

b) — 2tan“ 1 {(y — 2)/(x — 1)¡ y c) 2/ln(z — 1 — 2¡) 3.55. 6 + 3 i 

a) —8 Az + i'(Az) 2 = —8 dz = i(dz) 2 , b) —8 dz y c) i(dz) 2 3.57. a ) 38 — 2 i, b) 6 — 42¡ 

a) — 4Az + 3/(Az) 2 , ¿>) —4 ífe, c) —4 + 3/Az y d) —4 
a) (2 + 8 i)z — 3, b) 4z + i , c) 5¡'/(z + 2/) 2 y í/) 4/ — 8 z, é) —3 i(iz — l) -4 
á) —6/5 + 3¡/5 y b ) —108 — 78/ 

á) 3 sen(z/2) cos(z/2), £>) 3(2z — 3) tan 2 (z 2 — 3z + 4¡) sec 2 (z 2 - 3z + 4¡) c) sec z 


d) 


-zcsc{(z 2 + \f' 2 } cot{(z 2 + l) 1 ' 2 } 
iz 2 + 1) 1/2 


y e) (1 - z 2 ) sen(z + 2/) + 2zcos(z + 2/) 


a) 2 sen l (2z — l)/(z — z 2 ) 1/2 , b) —2z/(l + z 4 ) cot 1 z 2 , c) — (sen z + eos z)/(sen 2Z) 1 / 2 , 

d) -1/2(z +1 + 3i)(z + 3/) 1/2 , e) (csc2z)(l - 2zcot2z)/(l - z 2 csc 2 2z) y/) 1/Vz 2 - 3z + 2/ 

—3[cosh(3f + 2/)]/2(2z - z 2 ) l,2 t' /2 3.73. sec(f - 3¡){1 + rtan(í - 3/)}(í - f 2 ) 1/2 

(eos 2z)/(l — w), b ) {eos 2 2z — 2(1 — w) 2 sen 2z}/(I — w) 3 , 3.75. —cosh 4 ir 

a) 24 nz ~ x lnz y b) {[sen(/z — 2)] tan—1(z+3,) } {/ tan _1 (z + 3/) cot(/z — 2) + [ln sen(/z - 2)]/[z 2 + 6 iz - 8]} 
a) 24 cos(4z — 2 + 2í), b) 4 esc 2z 2 — 16z 2 esc 2z 2 cot 2z 2 

c) 2 cosh(z + 1 ) 2 + 4(z + 1 ) 2 senh(z + 1 ) 2 , d) (1 — ln z — ln 2 z)/z 2 ( 1 — ln 2 z) 3 / 2 y 

e) -/(l + 3z)/4(l+z) 2 z 3/2 

a) (16 + 12/)/25, b) (l — /\/3)/6 y c) —1/4 3.79. a) 1 /6 y e mm /cosh mir 3.80.1 3.81. e“ 

a) z= — 1 + /; polos simples J) z = 0, +/; puntos de ramificación 

b) z= —3i; punto de ramificación, z = 0; polo de orden 2 e) z = —/; polo de orden 3 

c) z = 0; punto de ramificación logarítmica 

a) z = +/; polo simple 

b) z = 1 /■s/mir, m = +1, +2, +3,..polos simples, z = 0; singularidad esencial, z = oo; polo de orden 2 

c) z = 0; punto de ramificación, z = oo; punto de ramificación 

a) * 4 — ÓJ^y 2 + y 4 = ¡3 y 6) 2e~ x sen y + x 2 — y 2 = f3 3.87. r 2 sen 2 9 = ¡3 
a) +i y b) Velocidad: V5, y/5e~ 1T i 2 . Aceleración: 4, 2e~ 7l i 2 

a) 3, 3Vl + lóir 2 y 24, 24^1 + 4n 2 3.93. 24^, b) 72 

a) (2xy — y 2 ) + i(x 2 — 2xy) y b) 2y — 2x 3.95. a) 8, b ) 12jc, c) 112y|, d) 0 

a) (—4+ 5/)/a/4T y b ) {2x — y + i(2y — jc)}/^/ 5x 2 — 8xy + 5y 2 3.97. x = 8/ + 3, y = 3/ + 2 

z 3 + 2 iz 2 + 6 - 2/, 3.117. t/ = ijlnC-r 4- y 2 )} 2 + 2{tan~ 1 (y/x)} 2 + F(x + ¡y) + G(x - /y) 
í/ = ^(x 2 + y 2 ) 3 + (x + iy)Fi(x - iy) + G\(x- iy ) + (x - iy)F 2 (x + iy) + G 2 (x + iy ) 
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Integración compleja 
y teorema de Cauchy 

4.1 Integrales complejas de línea 

Sea f(z) continua en todos los puntos de una curva C [figura 4-1], la que se supondrá que tiene una longitud finita, 
es decir, C es una curva rectificable. 


y 



La curva C se subdivide en n partes por medio de los puntos zi, Z 2 ,..., z„-i, que se eligen arbitrariamente, y se 
establece que a = Zq, b = z„. En cada arco que une Zk-i con Zk, [L de 1 a n\ se elige un punto £ k y se forma la suma 


Sn =/(£ i)(zi - a) +f(h)(Z2 - Zl) + ■ ■ ■ +KL)(b - Zn-x) 
Al escribir Zk — Zk- 1 = la expresión anterior se convierte en 

n n 

Sn = ^]/(4)fa -Zk- 1) = E/(4)Az, 


(4.1) 


(4.2) 


/;=! 


¡fc=l 


Sea un aumento de subdivisiones del número n de manera que la longitud |Az*| de la mayor de las cuerdas tienda 
a cero. Así, como f(z) es continua, la suma S n tiende a un límite que no depende de la manera en que se haga la sub¬ 
división; este límite se denota 

b 


f(z) dz o 


f(z) dz 


(4.3) 
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CAPÍTULO 4 Integración compleja y teorema de Cauchy 

que se conoce como integral compleja de línea o tan sólo integral de línea de f(z) a lo largo de la curva C, o integral 
definida de f(z) de a a b a lo largo de la curva C. En este caso, se dice que/(z) es integrable a lo largo de C. Si f(z) 
es analítica en todos los puntos de una región 7Z y si C es una curva que se encuentra en TZ, entonces/(z) es continua 
y por tanto integrable a lo largo de C. 


4.2 Integrales reales de línea 


Sean P(x, y) y Q(x, y) funciones reales de x y y, continuas en todos los puntos de la curva C. Así, la integral real de 
línea de P dx + Q dy a lo largo de la curva C se define de manera similar a la integral compleja de línea y se denota 


[P{x, y) dx + Q(x, y) dy] o 


P dx + Qdy 


(4.4) 


c c 

la segunda notación se usa por brevedad. Si C es suave y tiene ecuaciones paramétricas x — <fi(t), y — i/f(í), donde 
t\<t< í 2 , se observa que el valor de (4) está dado por 


h 

[pmx m }<v{t)dt+Qm\ 

h 

En caso de que C sea suave a trozos (o por partes), se aplican modificaciones adecuadas (vea el problema 4.1). 


4.3 Relación entre integrales reales de línea 

E INTEGRALES COMPLEJAS DE LÍNEA 


Suponga que/(z) = u(x, y) + iv(x, y) = u + iv. Así, la integral de línea compleja dada en (4.3) se expresa en términos 
de integrales reales de línea de la manera siguiente: 


f(z) dz = 


(u + iv)(dx + i dy) 


u dx — vdy + i 


vdx + udy 


(4.5) 


c c 

Debido a esto, la expresión en (4.5) suele considerarse una definición de la integral compleja de línea. 


4.4 Propiedades de las integrales 

Suponga que/(z) y g(z) son integrables a lo largo de C. Entonces se tiene: 


a) 

b ) 

c) 


f(z) + g(z)} dz = 


f(z ) dz + 


g(z) dz 


Af(z)dz = A 


f(z)dz = - 


f(z) dz donde A — cualquier constante 


f(z) dz 


d) 


f(z)dz = 


f(z) dz + 


f(z) dz donde los puntos a, b y m están en C 


e) 


f(z) dz 


< ML 


donde |/(z)| < M, es decir, M es una cota superior de \f(zj\ en C, y L es la longitud de C. 
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4.6 Regiones simplemente y múltiplemente conexas 


Las propiedades anteriores pueden describirse de varias maneras. Por ejemplo, si U y V son puntos sucesivos 
de una curva, la propiedad c) se expresa como § T¡JV f(z) dz = — \ vlJT f{z) dz. 

De igual manera, si C, Cj y C 2 representan curvas de a a b, de a a m y de m a b, respectivamente, resulta natural 
considerar C — C¡ + C 2 y expresar la propiedad d) como 


f(z) dz = 


f(z) dz + 


f(z) dz 


c,+c 2 


c 2 


4.5 Cambio de variables 

Sea z = g(¿¡) una función continua de una variable compleja £ = u + iv. Suponga que la curva C en el plano z corres¬ 
ponde a la curva C' en el plano £ y que la derivada g'(£) es continua en C. Entonces, 


f(z ) dz = 
c 


f{g(D}g'(Dd£ 

c 


Esta condición sin duda se satisface si g es analítica en una región que contenga a C'. 


(4.6) 


4.6 Regiones simplemente y múltiplemente conexas 

A una región 1Z se le llama simplemente conexa si toda curva simple cerrada [sección 3.13], que esté en 1Z, puede 
reducirse a un punto sin salirse de 1Z. Se dice que una región 7Z que no sea simplemente conexa es múltiplemente 
conexa. 

Por ejemplo, suponga que 7 Z es la región definida por |z| < 2, región sombreada en la figura 4-2. Si F es una curva 
simplemente cerrada en 7 Z [es decir, cuyos puntos estén en 7Z\. se ve que esta curva puede reducirse a un punto que 
se encuentre en TZ, por lo que no se sale de 7 Z, de manera que 7 Z es simplemente conexa. Por otro lado, si 7 Z es la 
región definida como 1 < |z| < 2, región sombreada en la figura 4-3, entonces existe una curva simple cerrada T en 
7 Z que no se puede deformar a un punto sin salirse de TZ, por lo que TZ es múltiplemente conexa. 



Por intuición, una región simplemente conexa es una región que no tiene “hoyos”, mientras que una región múl¬ 
tiplemente conexa es una región con “hoyos”. Las regiones múltiplemente conexas de las figuras 4-3 y 4-4, respec¬ 
tivamente, tienen uno y tres “hoyos”. 
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CAPÍTULO 4 Integración compleja y teorema de Cauchy 

4.7 Teorema de la curva de Jordán 

Toda curva continua cerrada que no se interseque a sí misma y que tenga o no longitud finita se llama curva de Jordán 
[vea el problema 4.30]. Un teorema importante, aunque muy difícil de demostrar, que parece intuitivamente obvio 
es el siguiente. 

Teorema de la curva de Jordán. Una curva de Jordán divide el plano en dos regiones que tienen a la curva como 
frontera común. La región, que queda acotada [es decir, que todos sus puntos satisfacen |z| < M, donde M es una 
constante positiva], se llama interior de la curva, mientras que la otra región se llama exterior de la curva. 

Con el teorema de la curva de Jordán se muestra que la región interior de una curva simple cerrada es una región 
simplemente conexa cuya frontera es la curva simple cerrada. 


4.8 Convención respecto de la orientación 

DE UNA TRAYECTORIA CERRADA 

Se dice que la frontera C de una región se recorre en sentido o en dirección positiva si un observador que la recorra 
en esa dirección [y perpendicular al plano ] tiene esta región a su izquierda. Esta convención produce las direcciones 
que se indican mediante flechas en las figuras 4-2, 4-3 y 4-4. Con el símbolo especial 

O f(z)dz 
c 

se denota la integración dc/fz) alrededor de la frontera C en sentido positivo. En el caso de una circunferencia [figura 
4-2], la dirección positiva es la dirección en contra de las manecillas del reloj. A la integral alrededor de C se le suele 
llamar integral de contorno. 


4.9 Teorema de Green en el plano 


Sean P(x, y) y Q(x, y ) funciones continuas con derivadas parciales continuas en una región TZ y en su frontera C. El 
teorema de Green establece que 


o P dx + Qdy = 

c 


fdQ 

Va* 



(4.7) 


Este teorema es válido para regiones tanto simplemente conexas como múltiplemente conexas. 


4.10 Forma compleja del teorema de Green 


Sea F(z, z) una función continua con derivadas parciales continuas en una región 'IZ y en su frontera C, donde z = 
x + iy,z — x — iy son coordenadas conjugadas complejas [vea la página 7]. El teorema de Green se expresa en forma 
compleja 


() F(z, z) dz = 2 i 


(dF 
-3- dA 
dz 


K 


(4.8) 


donde dA representa el elemento de área dx dy. 

En el problema 4.56 se presenta una generalización de la expresión (4.8). 
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4.14 Integrales de funciones especiales 

4.11 Teorema de Cauchy. El teorema de Cauchy-Goursat 

Sea f(z) analítica en una región 'TZ y en su frontera C. Entonces 

() f(z) dz = 0 (4.9) 

c 

Este teorema fundamental, que se llama teorema de la integral de Cauchy o simplemente teorema de Cauchy, es 
válido tanto para regiones simplemente conexas como para regiones múltiplemente conexas. Primero se demostró 
con el teorema de Green y la restricción de que f(z) fuera continua en 7 Z [vea el problema 4.11]. Pero Goursat 
dio una prueba en la que eliminaba esta restricción. Debido a esto, a este teorema también se le llama teorema de 
Cauchy-Goursat [vea los problemas 4.13 a 4.16] cuando se desea destacar la eliminación de la restricción. 


4.12 Teorema de Morera 

Sea f(z) continua en una región simplemente conexa TZ y suponga que 


() f(z) dz = 0 (4.10) 

c 

alrededor de toda curva simple cerrada C en 'JZ. Entonces,/(z) es analítica en TZ. 

A este teorema, debido a Morera, se le conoce cómo el recíproco del teorema de Cauchy. Este teorema se extiende 
a regiones múltiplemente conexas. En el problema 4.27 se da una prueba en la que se supone que/'(z) es continua en 
1Z. En el problema 5.7 del capítulo 5 se da una prueba en la que se elimina esta restricción. 


4.13 Integrales indefinidas 

Suponga que/íz) y F(z) son analíticas en una región 7 Z y que F'(z) — f(z). Entonces se dice que F (z) es una integral 
indefinida o una antiderivada de /(z), y se escribe 


F(z)m 


f(z)dz 


(4.11) 


Como en el caso de las variables reales, dos integrales indefinidas difieren en una constante. A esto se debe que se 
agregue una constante arbitraria c en el lado derecho de la expresión (4.11). 

EJEMPLO 4.1: Como— (3z 2 -4 senz) = 6z — 4cosz, se escribe 
dz 

(6 z — 4 eos z) dz = 3z 2 — 4 sen z + c 


4.14 Integrales de funciones especiales 

Con los resultados de la página 80 [o por diferenciación directa] se obtienen los que se presentan en la figura 4-5 (sin 
la constante de integración). 
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CAPÍTULO 4 Integración compleja y teorema de Cauchy 


(' z n+1 

z" dz — - - n # — 1 

J n + 1 

'dz 

— = mz 
. 2 

e z dz — e z 
(f 

a z dz — - — 

lna 

sen z dz — —eos z 

eos zdz — sen z 

tan zdz — ln sec z — — ln eos z 

cot zdz — lnsenz 

sec zdz — ln(sec z + tan z) 

= lntan(z/2 + 7t/4) 

esc zdz — ln(csc z — cot z) 

= ln tan(z/2) 

sec 2 z dz — tan z 
esc 2 zdz — —cotz 

sec z tan zdz— sec z 

esc zcot zdz — — esc z 


senh zdz — cosh z 


cosh z dz = senh z 


tanh zdz — ln cosh z 


18. 

19. 

20 . 

21 . 

22 . 

23. 

24. 

25. 

26. 

27. 

28. 

29. 

30. 

31. 

32. 

33. 

34. 

Figura 4-5 


cothzí/z = lnsenhz 

sechzí/z = tan _1 (senhz) 

cschzc/z = —coth _1 (coshz) 

sech 2 zdz — tanhz 

csch 2 z<7z = —cothz 

sech z tanh zdz — — sech z 

csch z coth zdz — —csch z 
dz 


Vz 2 + a- 


= ln 


(z + y/z? ± a 2 ^j 


dz 1 z 1 _,z 

= - tan - o-cot - 


z 2 + a 2 a a 


a a 


dz 1 (z — a 
= — ln 


Z 2 — a 2 2 a \z + a 


dz 


V a 2 - z : 


-i z -iZ 

— sen - o —eos - 


dz 1, 

: —— ln 


Z-s/ a 2 + z 2 a \a + y/a 2 + é 


dz 1 a 1 z 

: —— eos - o -sec 


z-s/z 2 — a 2 a z a a 


y/z 2 ± a 2 dz — ^-\/z 2 ± a 2 


2 2 
+ — 


y ln^z + Vz 2 ± a 2 j 


y/a 2 — z 2 dz — ^ \Ja 2 — z 2 + sen 1 - 
2 2 a 


e ax sen bz dz — 


e ax eos bz dz — 


e az (a sen bz — b eos bz) 
a 2 + b 2 

e ax (a eos bz + b sen bz) 
a 2 + b 2 
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4.15 Algunas consecuencias del teorema de Cauchy Q 

4.15 Algunas consecuencias del teorema de Cauchy 

Sea f(z) analítica en una región simplemente conexa 'JZ. Entonces, son válidos los teoremas siguientes. 

teorema 4.1. Suponga que ay z son dos puntos cualesquiera en 'JZ. Entonces, 

z 

* 

f(z) dz 

a 

es independiente de la trayectoria en 'JZ que une ay z. 


teorema 4.2. Suponga que ay z son dos puntos cualesquiera en JZ y 


G(z) = 


f(z) dz 


(4.12) 


Entonces, G(z) es analítica en 'JZ y G'(z ) =/(z). 

Algunas veces puede haber confusión debido a que la variable de integración z en la expresión (4.12) es la misma 
que el límite superior de integración. Como una integral definida sólo depende de la curva y de los límites de integra¬ 
ción, puede emplearse cualquier símbolo para la variable de integración y, por esto, a la variable se le llama variable 
ficticia o símbolo ficticio. Por tanto, la expresión en (4.12) se escribe de manera equivalente como 


G(z) = 


ñS)d£ 


(4.13) 


teorema 4.3. Suponga que ay b son dos puntos cualesquiera en ’JZ y que F\z) —f{z). Entonces, 


f(z) dz = F(b) - F(a ) 


(4.14) 


Lo que también se escribe de la manera siguiente, ya conocida del cálculo elemental. 


F'(z)dz = F(z ) 


o [F{z)f a = F(b) - F(a) 


(4.15) 


EJEMPLO 4.2: 


4 zdz = 2z 1 


= 2(1 - i) 2 - 2 ( 3¿) 2 = 18 - M 


teorema 4.4. Sea/(z) una función analítica en una región limitada por dos curvas simples cerradas Cy C\ [donde 
Ci se encuentra en el interior de C, como se muestra en la figura 4-6a)] y sobre estas curvas. Así, 


o f(z)dz = o f(z)dz 


c i 


(4.16) 


donde C y C¡ se recorren en sentido positivo en relación con sus interiores [en sentido contrario a las 
manecillas del reloj en la figura 4-6fl)]. 


Esto muestra que si se desea integrar/(z) a lo largo de la curva C, la curva C puede sustituirse por cualquier curva 
C\ siempre que/(z) sea analítica en la región entre C y C\, como en la figura 4-6a). 
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«¡> CAPÍTULO 4 Integración compleja y teorema de Cauchy 



teorema 4.5. Sea f(z) una función analítica en una región limitada por las curvas simples cerradas que no se 
superponen C, C b C 2 , C 3 ,... C„, donde C h C 2 ,... ,C n se encuentran en el interior de C [como en la 
figura 4-6¿>)], y sobre estas curvas. Entonces, 


o f(z)dz = o f(z)dz+ o f(z)dz-\ -b o f(z)dz 


Ci 


Esto es una generalización del teorema 4.4. 


(4.17) 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Integrales de línea 


4.1. Evalúe J (0 3 , ( 2 y + x 2 ) dx + (3x — y) dy a lo largo de a) la parábola x = 2t, y = t 2 + 3; b) las rectas de ( 0 , 3) 1 
(2, 3) y de (2, 3) a (2, 4) y c) una recta de (0, 3) a (2, 4). 


Solución 

a) Los puntos (0, 3) y (2, 4), que se encuentran en la parábola, corresponden aí=0yí = 1, respectivamente. 
Así, la integral dada es igual a 


1 


[2(F + 3) + (2tf]2 dt + [3(2r) - (í 2 + 3)]2 tdt = 


(24 1 2 + 12 - 2/ 3 -6t)dt = ^ 


44 

(6 + x 2 )dx = — 


r=0 o 

b) A lo largo de la recta de (0, 3) a (2, 3), y = 3, dy = 0 y la integral de línea es igual a 

2 2 

(6 + jc 2 ) ¿Zx + (3 jc — 3)0 = 

x=0 x=0 

A lo largo de la recta de (2, 3) a (2, 4), 1 = 2, dx = 0 y la integral de línea es igual a 
4 4 

(2y + 4)0 + (6 - y) dy = (6 - y) dy = ^ 

y=3 v—3 

Por tanto, el valor buscado = 44/3 + 5/2 = 103/6. 
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Problemas resueltos 


c) Una ecuación de la recta que une (0, 3) y (2, 4) es 2y — x = 6. Se despeja x y se tiene x = 2y — 6. Entonces, 
la integral de línea es 


[2y + (2y - 6) z ]2 dy + [3(2y - 6) - y] dy = 


97 

(8y 2 — 39y + 54) dy = — 


y=3 


También se obtiene este resultado con y = i(x + 6 ). 

4 . 2 . Evalúe J c z. dz, desde z — 0 hasta z — 4 + 2¿, a lo largo de la curva C dada por a) z — t 1 + it y b) la recta de 
z — 0 a z — 2¿ y después la recta de z = 2; a z = 4 + 2¿. 

Solución 

a) Los puntos z = 0 y z = 4 + 2i en C corresponden aí = 0yí=2, respectivamente. Entonces, la integral de 
línea es igual a 


(í 2 + it) d(t~ + it) = 
/=o o 

Otro método. La integral dada es igual a 


(r — it)(2t + i) dt = 


(2r 3 - it 2 +t)dt = 10 - 


8 i 


(x — iy)(dx + i dy) = 


xdx + y dy + i 


xdy — y dx 


Las ecuaciones paramétricas de C son x = t, y = t de t = 0 a t = 2. Entonces, la integral de línea es igual a 


(r)(2tdt) + (t)(dt) + i 


(r)(dt) - (t)(2t dt) 


(2r T t) dt T i 
o 

b) La integral de línea dada es igual a 

(x — iy)(dx + i dy) = 


, 8 / 

(-t 2 )dt =10- 

3 


x dx + y dy + ¿ 


xdy — y dx 


La recta de z = 0 a z = 2¡ es la misma que la recta de (0, 0) a (0, 2), para la cual x = 0, dx = 0 y la integral 
de línea es igual a 

2 2 2 


(0)(0) + ydy + i 


(0)(dv) — y(0) = 


ydy = 2 


y=0 


y =o 


y=0 


La recta de z = 2¿ a z = 4 + 2¡ es la misma que la recta de (0,2) a (4, 2), para la cual y = 2, dy = 0 y la 
integral de línea es igual a 


xdx + 2- O + í x • 0 — 2 dx = 

*=o x=0 

Por tanto, el valor buscado = 2 + (8 — 8¿) = 10 — 8¡. 


xdx + i 


—2 dx = 8 — 8/ 
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CAPÍTULO 4 Integración compleja y teorema de Cauchy 

4.3. Suponga que/(z) es integrable a lo largo de una curva C de longitud finita L, y que existe un número positivo 
M tal que \f(z) | < M en C. Demuestre que 


Solución 


f(z) dz 


< ML 


c 


Por definición, con la notación de la página 111, se tiene 


Ahora 


f(z)dz = lím Y'/(&)Azí 
«—=►00 ^' 




<£l/(&)l |Aal 

k= 1 

n 

<MJ2\hz k \ 


(1) 


(2) 


< ML 


donde se aprovechó que |/(z)| < M para todos los puntos zenCy que Ylt-i |Az*| representa las suma de todas 
las longitudes de cuerda que unen los puntos Zk-\ y z¡¡, donde k = 1, 2, ..., n, y que esta suma no es mayor a la 
longitud de C. 

Se toman límites a ambos lados de (2), con (1), y se obtiene el resultado buscado. De manera más general, es 
posible mostrar que 


/(z) dz 

< 

c 

c 


l/(z)l 1*1 


Teorema de Green en el plano 

4.4. Demuestre el teorema de Green en el plano si C es una curva simple cerrada que tiene la propiedad de que 
cualquier recta paralela a los ejes coordenados corta a C a lo más en dos puntos. 


Solución 


Sean las ecuaciones de las curvas EGF y EHF (vea la figura 4-7) y = Y\(x) y y = Y 2 (x), respectivamente. Si 1Z es 
la región limitada por C, se tiene 


Entonces, 


J 


íiW 

— dxdy = 

9v ' J 



-zrdy 

dy 

7 Z x= 

-e 

_y=Yi(x) 


/ 

i ÜW 

P(pc, y) dx = 
b=riM 


/ 

[P(x, Y 2 ) — P(x, Ti )]dx 


x=e 


e 


f 

P(x , Y\ )dx 


P(x , Yn)dx 


o Pdx 


e 


f 


C 


o Pdx = 
c 


— dxdy 
dy 


(i) 
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Problemas resueltos 


De manera semejante, sean las ecuaciones de las curvas GEH y GFH, x = Aj(y) y x = X 2 (y), respectivamente. 
Entonces, 


d ®d X dy = 
dx 7 


y=g 

8 


X 2 (y) 


^dx 

dx 


x=X¡ (y) 


dy = 


[Q(X 2 , y ) - Q(X 1 , y)] dy 


Q(X u y)dy + 

Q(X 2 ,y)dy = o 

h 

c 


Así, 


Se suman (1) y (2), 


o Qdy 
c 


TC 


dQ 

dx 


dxdy 


C ) Pdx+ Qdy 
c 


f/3 Q 

dP\ 

.) V dx 

9>7 


re 


dxdy 


(2) 




4.5. Verifique el teorema de Green en el plano para 

() ( 2 xy — x 2 ) dx + (x + y 2 ) dy 
c 

donde C es la curva cerrada de la región limitada por y — x 2 y y 2 — x. 


Solución 


Las curvas planas y = x 2 y y 2 = x se intersecan en (0, 0) y (1, 1). Al recorrer C, la dirección positiva es la que se 
muestra en la figura 4-8. 

A lo largo de y = x 2 , la integral de línea es igual a 


j(2x)(x 2 ) — x 2 } dx + {x + (x 2 ) 2 } d(x 2 ) 

x=0 


A lo largo de y 2 = x, la integral de línea es igual a 
o 

{2(y 2 )(y) - (y 2 ) 2 }d(y 2 ) + {y 2 + y 2 } dy 

y= 1 


1 

(2x 3 + x 2 + 2X 5 ) dx 
o 


o 


(4y 4 — 2y 5 + 2y 2 ) dy 


7 

6 


17 

15 
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CAPÍTULO 4 Integración compleja y teorema de Cauchy 


Por tanto, la integral buscada = 7/6 — 17/15 = 1 /30. Por otro lado. 


dx dy 1 7 


d 9 d 9 

— (x + y-)-—(2xy-x 2 ) 
dx dy 


dx dy 


1 y/x 


(1 — 2x)dxdy = 


(1 — 2x)dy dx 


x=0 y=x 2 


1 

y¡X ] 

(y-2xy) 

dx = 

=0 

y=x 2 0 


(X 1 ' 2 — 2 jc 3 / 2 — xr + 2x 3 ) dx 


1 

30 


Con lo que se verifica el teorema de Green. 

4.6. Amplíe la prueba para el teorema de Green en el plano del problema 4.4 a las curvas C a las que rectas 
paralelas a los ejes coordenados pueden cortar en más de dos puntos. 

Solución 

Considere una curva simple cerrada C, como la que se muestra en la figura 4-9, a la que rectas paralelas a los ejes 
pueden cortar en más de dos puntos. Mediante el trazo de la recta ST, esta región se divide en dos regiones P,¡ y 7Z 2 , 
que son del tipo de regiones consideradas en el problema 4.4 y a las cuales puede aplicarse el teorema de Green, 
es decir, 

Pdx+ Qdy = 
stus n¡ 

P dx + Qdy = 

SVTS K 


3Q dP\ , , 

Tx~Yy) dxdy 


dQ dP 
dx dy 


dxdy 


(1) 


(2) 


Se suman los lados izquierdos de (1) y (2), sin el integrando P dx + Q dy, y se tiene 


STUS SVTS ST TUS SVT TS TUS SVT TUSVT 


y se aprovecha que J 53 = — J r? . 

Se suman los lados derechos de (1) y (2), sin el integrando. 




+ 


n 2 


n 


Por tanto. 


Pdx+Qdy 

TUSVT 


f (dQ 

dP\ 

V dx 

~9y) 


n 


dxdy 


y se demuestra el teorema. Se comprobó el teorema de Green para la región simplemente conexa de la figura 4-9 
limitada por la curva simple cerrada C. En el caso de regiones más complicadas puede ser necesario trazar más 
rectas, como la recta ST, para establecer el teorema. 

Como se muestra en el problema 4.7, el teorema de Green también es válido para regiones múltiplemente conexas. 
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Problemas resueltos 



Figura 4-9 



4.7. Demuestre que el teorema de Green en el plano también es válido para una región múltiplemente conexa TZ 
como la que se muestra en la figura 4-10. 


Solución 


La frontera de TZ, que consta de la frontera exterior AHJKLA y de la frontera interior DEFGD, se va a recorrer en 
dirección positiva de manera que esta región esté siempre a la izquierda de la persona que la recorre. Como se ve, 
las direcciones positivas son las que se indican en la figura. 

Con objeto de mostrar que el teorema es válido para estas regiones, se traza una recta, tal como AD, llamada 
corte transversal , que conecte las fronteras exterior e interior. La región limitada por ADEFGDALKJHA es sim¬ 
plemente conexa, y por tanto el teorema de Green es válido. Entonces, 


o Pdx+ Qdy 

ADEFGDALKJHA 


(3Q 

\ dx 



dxdy 


Pero la integral de la izquierda, sin el integrando, es igual a 


AD DEFGD DA ALKJHA DEFGD ALKJHA 


porque ¡ AD = —| ;M . Así, si Cj es la curva ALKJHA, C 2 es la curva DEFGD y C la frontera de 1Z que consta de C] 
y C 2 (recorridas en direcciones positivas respecto de 1Z), por lo que J" c + J c = § c y por tanto. 


o Pdx + Qdy 

c 


(dQ 

9 P\ 

\9x 

dy) 


K 


dxdy 


4.8. Sean P{x, y) y Q(x, y) funciones continuas con primeras derivadas parciales continuas en todos los puntos 
de una región simplemente conexa 1Z. Demuestre que una condición necesaria y suficiente para que 
<J > c Pdx+ Qdy = 0 alrededor de toda trayectoria cerrada C en 7 Z es que dP/dy = dQ/dx idénticamente 
en 1Z. 


Solución 


Suficiencia. Suponga que dP/dy = dQ/dx. Entonces, de acuerdo con el teorema de Green, 


c) Pdx + Qdy 
Je 


(dQ 
\ dx 



dxdy = 0 


donde 7 Z es la región limitada por C. 
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CAPÍTULO 4 


Integración compleja y teorema de Cauchy 


Necesidad. Suponga que | c P dx + Q dy = 0 alrededor de toda trayectoria cerrada C en TZ y que dP/dy dQ/dx en 
algún punto de TZ. En particular, suponga que dP/dy — dQ/dx > 0 en el punto (jc 0 , y¿). 

Por hipótesis, dP/dy y 3 Q/dx son continuas en TZ, de manera que debe haber una región t que contenga a (.íq, Vo) 
como punto interior para el cual dP/dy — dQ/dx > 0. Si I es la frontera de r, entonces, de acuerdo con el teorema 
de Green, 


o Pdx + Qdy 
r 


dQ 3 P\ , , 

Yy) dxdy> ° 


lo que contradice la hipótesis de que § c Pdx + Qdy = 0 para todas las curvas cerradas en TZ. Por tanto, 
dQ/dx — dP/dy no puede ser positivo. 

De manera similar, puede mostrarse que dQ/dx — dP/dy no puede ser negativo, con lo que se concluye que debe 
ser idénticamente cero, es decir, dP/dy = dQ/dx idénticamente en TZ. 

Estos resultados pueden extenderse a regiones múltiplemente conexas. 


4.9. P y Q se definen como en el problema 4.8. Demuestre 
que una condición necesaria y suficiente para que 
|^ Pdx + Qdy sea independiente de la trayectoria en 
TZ que une los puntos A y B es que dP/dy = dQ/dx 
idénticamente en 7Z. 

Solución 

Suficiencia. Si dP/dy = dQ/dx, entonces, según el problema 
4.8, 

Pdx+Qdy = 0 

ADBEA 


y 



[vea la figura 4-11]. De acuerdo con esto, omitiendo por brevedad el integrando P dx + Q dy, se tiene 



= 0 , 






— — 

— 

así 

— 


, 

, 

, 


ADB BEA ADB BEA AEB C , C 2 

es decir, la integral es independiente de la trayectoria. 

Necesidad. Si esta integral es independiente de la trayectoria, entonces, para todas las trayectorias Cj y C 2 en TZ, 
se tiene 


= 0 


c i c 2 


ADB AEB 


De donde se concluye que la integral de línea alrededor de cualquier trayectoria cerrada en TZ es cero, y por ende, 
conforme al problema 4.8, dP/dy = dQ/dx. 

Estos resultados pueden extenderse a regiones múltiplemente conexas. 


Forma compleja del teorema de Green 

4.10. Suponga que B(z, z) es continua y tiene derivadas parciales continuas en una región TZ y en su frontera C, 
donde z — x + iy y z — x—iy. Demuestre que el teorema de Green se expresa en forma compleja como 


() B{z, z ) dz = 2 i 


dB 

di 


dxdy 


c 


K 
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Problemas resueltos 


Solución 

Sea B(z, z) = P(x, y) + iQ(x, y). Entonces, según el teorema de Green, se tiene 

() B(z, z) dz = C) (P + iQ)(d.x + i dy) = O Pdx — Qdy + i O Qdx + P dy 


(dQ dP\ 

V dx + dy ) 


c 

dxdy + i 


j ÍdP 

9<2\ 

\ dx ~ 

dy) 


c 

dx dy 


dP dQ\ ídP dQ 


dx dy 


i 


dy dx 


dxdy 


= 2 i 


— dxdy 
dz 


de acuerdo con el problema 3.34 de la página 101. Esto se expresa también en términos del rotacional B [vea la 
página 85]. 


Teorema de Cauchy y teorema de Cauchy-Goursat 


4.11. Demuestre el teorema de Cauchy <j> c f(z) dz = 0 si f(z) es analítica y su derivada/'(z) es continua en todos 
los puntos interiores de una curva simple cerrada C y sobre C. 

Solución 


Como f(z) 


u + iv es analítica y tiene una derivada continua 


, du dv dv 
f(z) = — + i— = — 
dx dx dy 


se sigue que las derivadas parciales 


du 

dy 


du dv 
dx dy 

dv du 

dx dy 

son continuas en el interior de C y sobre C. Por tanto, el teorema de Green es aplicable y se tiene 

o 
c 


f(z) dz = o {u + iv)(dx + i dy) = o udx — vdy + i o vdx + udy 


dv du\ 
dx dy) 


c 

dx dy + i 


du dv\ 
9.V dy) 


dxdy = 0 


( 1 ) 

(2) 


con las ecuaciones de Cauchy-Riemann (1) y (2). 

Al aprovechar que el teorema de Green es aplicable a regiones múltiplemente conexas, este resultado se extiende 
a regiones múltiplemente conexas en las condiciones dadas para/(z). 

El teorema de Cauchy-Goursat [vea los problemas 4.13 a 4.16] elimina la restricción de que/'(z) sea continua. 

Otro método 

Este resultado se obtiene también a partir de la forma compleja del teorema de Green [problema 4.10] al observar 
que si B(z, z) =/(z) es independendiente de z, entonces dB/dz = 0 y por tanto f(z)dz = 0. 
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CAPÍTULO 4 Integración compleja y teorema de Cauchy 

4.12. Demuestre a) § c dz = 0, b) § c zdz = 0 y c) § c (z — ¿o) dz = 0, donde C es una curva simple cerrada y zq es 
una constante. 

Solución 

Esto es consecuencia inmediata del teorema de Cauchy, pues en el interior de C las funciones 1, z y z — Zo son 
analíticas y tienen derivadas continuas. 

A este resultado también se llega directamente a partir de la definición de integral (vea el problema 4.90). 

4.13. Demuestre el teorema de Cauchy-Goursat en el caso de un triángulo. 


A 




Solución 

Considere un triángulo en el plano z, como ABC en la figura 4-12, el que por brevedad se denota A. Se unen los pun¬ 
tos medios D, E y F de los lados AB, AC y BC, respectivamente, para formar cuatro triángulos (A t , A rr , Am y A lv ). 
Si f(z) es analítica en el interior del triángulo ABC, se tiene, al omitir en el lado derecho el integrando, 


° fi¿)dz — + + 

ABCA DAE EBF FCD 


+ 

DAE ED 


+ 

EBF FE 


+ 

FCD DF 


DE EF FD 


DAED EBFE FCDF DEFD 

= O f(z)dz + o f(z)dz+ o f(z)dz + o f(z) dz 

Al A n A m Arv 


donde, en el segundo renglón, se aprovecha que 


ED DE FE EF DF FD 


Entonces, 


o f(z)dz 


(> f(z) dz 


o f(z)dz 


<> f(z)dz 


< > f{¿) dz 


( 1 ) 


Sea Ai el triángulo que corresponde al término de la derecha de (1) que tiene el valor mayor (si hay dos o más 
de estos términos, A ; es cualquiera de ellos). Así, 


o f(z)dz 

A 


< 4 


o f(z)dz 
Ai 


(2) 
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Problemas resueltos 


Si se unen los puntos medios de los lados del triángulo A! se obtiene, de manera similar, un triángulo A 2 tal que 


de manera que 


o f(z)dz 


< 4 


<) f(z) dz 


A, 


^2 


O f(z)dz 


< 4- 


O f(z)dz 


Después de n pasos, se obtiene un triángulo A„ tal que 


o f(z)dz 

A 


< 4” 


o f(z)dz 

A„ 


(3) 


(4) 


(5) 


Ahora, A, A¡, A 2 , A 3 ,... es una sucesión de triángulos, cada uno de los cuales está contenido en el anterior (es decir, 
una sucesión de triángulos anidados), y existe un punto z 0 que está en todos los triángulos de esta sucesión. 

Como zo está en el interior o en la frontera de A, se colige que/(z) es analítica en z 0 . Por tanto, de acuerdo con 
el problema 3.21 de la página 95, 


f(z) = /(z 0 ) +/'(zo)(z - zo) + i?(z - zo) 


( 6 ) 


donde, para toda e > 0, puede hallarse un S tal que |i 7 | < e siempre que |z — z 0 | <5. 
Por tanto, al integrar ambos lados de ( 6 ) y con el problema 4.12, 


< > /(z) dz 

A„ 


c > tj( z — zo) dz 
A„ 


(7) 


Ahora, si P es el perímetro de A, el perímetro de A„ es P„ = P/ 2". Si z es un punto cualquiera en A,„ entonces, 
como se ve en la figura 4-13, debe tenerse que |z — zol < P/2 n < S. Así, de acuerdo con (7) y con la propiedad e) 
de la página 112 , se tiene 


o f(z)dz 
A„ 


O rj(z — z 0 ) dz 
A„ 



P 

2 " 


eP 2 

4" 


De este modo, la expresión en (5) se convierte en 


o f(z)dz 

A 


€ p- 

<4 n - — = eP 2 
4,1 


Como e puede hacerse arbitrariamente pequeña, se concluye que, como se buscaba, 


() /(z) dz = 0 

A 

4.14. Demuestre el teorema de Cauchy-Goursat para todo polígono cerrado. 

Solución 

Considere, por ejemplo, un polígono cerrado ABCDEFA como el de la figura 4-14. Mediante el trazo de las rectas 
BF, CF y DF, este polígono se subdivide en triángulos. Entonces, de acuerdo con el teorema de Cauchy para trián¬ 
gulos [problema 4.13] y con el hecho de que las integrales a lo largo de BF y FB, CF y FC, DF y FD se cancelan. 
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se encuentra, como se deseaba 


f(z)dz = 


f(z) dz + 


/(z) dz + 


f(z) dz + 


f(z)dz = 0 


ABCDEFA ABFA BCFB CDFC DEFD 

donde se supone que/(z) es analítica sobre el polígono y en su interior. 

Hay que observar que este resultado se comprobó para polígonos simples, cuyos lados no se cruzan. También 
puede demostrarse con cualquier polígono que se interseque a sí mismo (vea el problema 4.66). 


Z-n —1 




4.15. Demuestre el teorema de Cauchy-Goursat para toda curva simple cerrada. 

Solución 

Suponga que C está contenida en una región 1Z en la qu ef(z) es analítica. 

Sobre la curva C se eligen n puntos de subdivisión Z\ , Zz,---, z„ [figura 4-15], donde, para simplificar la anota¬ 
ción, se considera z 0 = z„. Al unir estos puntos, se traza el polígono P. 

Se define la suma 

n 

S„ = ^2 f(zk)&Zk 

k=\ 


donde A Zk = Zk — Zk- 1 - Como 


límS„ = o f(z)dz 


donde el límite de la izquierda significa que n —r co de manera que el mayor de las | A^| —> 0. Se sigue que, dado 
un e > 0, puede elegirse un N tal que para toda n > N 


of(z)dz — S n 


e 

< - 
2 


(D 


Considere ahora la integral a lo largo del polígono P. Como, según el problema 4.14, ésta es cero, se tiene 


() f(z) dz = 0 = 


f(z)dz + 


f(z)dz-1 -1- 


f(z) dz 


ZO 

Zl 


{/(z)-/(zi)+/(zi)}*+--- + 


{f(z)-f(Zn)+f(Zn)}d Z 


ZO 

Zl 


{/(z)-/(zt )}&+•■■ + 


{f{z)-f(z n )}dz + S n 
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de manera que 


S n = 


{/(Zl)-/(Z)} *+••• + 


{f(Zn)~f(z)}dz 


(2) 


Elija ahora N tan grande que para las rectas que unen zoy Zi,Zi y Zi,..., z„- 1 y z„, 

l/(Zl)-/(z)l <¿, l/(z 2 )-/(z)l <¿, .... I/(Z„) -/(Z)l < ¿ 

donde L es la longitud de C. Así, de acuerdo con las expresiones en (2) y (3), se tiene 



Zl 


Z2 




\Sn\ < 

!/(z i) -/(z)l dz 

+ 

{/(Z2 )~ñz)}dz 

+ ■•• + 


{f(Zn)-f(z)}d Z 


Zo 


Zl 


Z n 

-1 


(3) 


1‘S'hI < ^{|Zl -Zol + |Z2 -ZlH- h | Zn Zn—11} = ^ 


(4) 


De 


o f(z)dz 


o f(z) dz - S„ + S„ 


c c 


con (1) y (4), se tiene, 


o f(z)dz 


< 


c 


o f(z)dz-S n 
c 


+ | 5 „! <1 + 1-6 


Por tanto, como e es arbitraria, se concluye que <f c f(z.) dz = 0, como se buscaba. 
4.16. Demuestre el teorema de Cauchy-Goursat para regiones múltiplemente conexas. 

Solución 


Se presenta una prueba para la región 1Z múltiplemente conexa limitada por las curvas simples cerradas Q y C 2 , 
como se indica en la figura 4-16. Es fácil efectuar extensiones a otras regiones múltiplemente conexas (vea el 
problema 4.67). 


D 



Se traza un corte transversal AH. Entonces, la región limitada por ABDEFGAHJIHA es simplemente conexa de 
manera que, de acuerdo con el problema 4.15, 

c) f(z) dz = 0 

ABDEFGAHJIHA 


Por tanto. 


/(z) dz + 


f(z)dz + 


f(z)dz + 


ñz)dz = o 


ABDEFGA AH HJ1H HA 
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Debido a que J AW f(¿) dz= - ¡ HA f(z ) dz, esto se convierte en 


f(z) dz + 


f(z)dz = 0 


ABDEFGA HJIH 

Sin embargo, esto equivale a afirmar que 


c) f(z) dz = 0 
c 

donde C es la frontera completa de TZ (que consta de ABDEFGA y HJIH ) recorrida en el sentido en el que un 
observador que camine sobre ella siempre tenga la región TZ a su izquierda. 


Consecuencias del teorema de Cauchy 

4.17. Suponga que/(z) es analítica en una región simplemente conexa TZ. Demuestre que J*/(z) dz es independiente 
de la trayectoria en TZ que une dos puntos cualesquiera a y b en TZ [como en la figura 4-17]. 

Solución 


De acuerdo con el teorema de Cauchy, 


o 


f(z ) dz = 0 

ADBEA 


f{z)dz + 


f(z)dz = 0 


ADB BEA 


De manera que 


Por tanto. 


f{z) dz = — f(z) dz = f(z) dz 

ADB BEA AEB 


f(z)dz = 


f(z) dz = 


f(z)dz 


C 1 c 2 


lo cual da el resultado buscado. 


y 
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4.18. Sea /(z) analítica en una región simplemente conexa 72 y sean a y z puntos en 72. Demuestre que a) 
F(z) = j a /(«) es analítica en 72. y que b ) F'{¿) — f(z). 

Solución 


Se tiene 


F(z + A z) - F(z ) 1 

-A,- fiZ) = Az 


z+Az 


f(ii) du — 


/(«) du 


-ñz) 


1 

: Az 


z+Az 


(i) 


{/(«) ~f(z)}du 


De acuerdo con el teorema de Cauchy, la última integral es independiente de la trayectoria que une z y z + Az, 
siempre que la trayectoria esté en 72. En particular, como trayectoria puede elegirse al segmento de recta que une z y 
z + Az (vea la figura 4-18) siempre que |Az| se elija lo suficientamente pequeño para que esta trayectoria esté 
en 72. 

Ahora, debido a la continuidad de/(z), para todos los puntos u sobre esta trayectoria recta se tiene | f(u) —f(z) \ < e 
siempre que \u — z| < S, lo que sin duda será así si |Az| < S. 

Además, se tiene 


z+Az 


| /(“) -/(z)} du 


< e|Az| 


(2) 


de manera que, por ( 1 ), 


F(z + Az) - F(z ) 

Az 


■ñz) 


1 

W\ 


z+Az 


[f(u)-f(z)]du 


< e 


para |Az| < S. Pero esto equivale a decir que 


F(z + Az) — F{z) 

hm---— f (z), 

Asi^o Az 


es decir, F (z) es analítica y F'{z) =f(z). 


4.19. Una función F(z) tal que F'(z) = f(z) se conoce como integral indefinida de/(z) y se denota J f(z) dz. 
Muestre que a) J sen zdz = —eos z + c y b) | dz./z = lnz + c, donde c es una constante arbitraria. 

Solución 


a) Como d/dz{— eos z + c) = sen z, se tiene J sen zdz = —eos z + c. 

b) Como d/dz( ln z + c) = 1/z, se tiene J dz/z = lnz + c. 


4.20. Sea f(z) analítica en una región 1Z limitada por dos curvas simples cerradas Cj y C 2 [regiones sombreadas en 
la figura 4-19] y también sobre C¡ y C 2 . Demuestre que § ( ¡ f(z) dz = ) f(z) dz, donde C\ y C 2 se recorren 

en sentido positivo en relación con sus interiores [dirección contraria a las manecillas del reloj en la figura 
4-19]. 

Solución 


Se traza el corte transversal DE. Así, como/(z) es analítica en la región 72, de acuerdo con el teorema de Cauchy 
se tiene 

f(z)dz = 0 

DEFGEDHJKLD 


o bien 


/(z) dz + 


f(z)dz + 


f{z ) dz + 


ñz)dz = 0 


DE EFGE ED DHJKLD 
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Por tanto, como J DE f(z) dz= — \ ED f(z) dz. 


f{z) dz = — 


f(z) dz = 


f(z) dz o o /(z) dz= o /(z) dz 


c i 


Ci 




Figura 4-20 


4.21. Evalúe <J> C dz/z — a, donde C es una curva simple cerrada C y z = a está a) en el exterior de C y h) en el 
interior de C. 

Solución 

a ) Si a está en el exterior de C, entonces /(z) = 1 /{z — a) es analítica en todas partes del interior de C y sobre C. 
Por tanto, según el teorema de Cauchy, | c dx/z — a = 0. 

tí) Suponga que a está en el interior de C y sea I un círculo de radio e con centro en z = a, de manera que I’ esté 
en el interior de C (esto es posible porque z = a es un punto interior). 

De acuerdo con el problema 4.20, 


dz 


= o 


Z — a 


dz 


z — a 


( 1 ) 


Ahora sobre r, |z — o| = eoz — a = ee' e , es decir, z = a + ee ,B , 0 < 6 < 2tt. Por tanto, como dz = iee ,e dd, 
el lado derecho de ( 1 ) se convierte en 


2 TT 2tt 

iee ie dd 

= i 


ee‘ 


id 


dO = 2777 


0=0 


o 


que es el valor buscado. 


dz 


4.22. Evalúe d)--, n = 2, 3, 4,... donde z, ~ a está en el interior de la curva simple cerrada C. 

(z - a)' 1 


Solución 

Igual que en el problema 4.21, 


dz 


cÁz-af 


= o 


dz 


r( z-aT 

2ir 

iee' e d0 i 


Ji -n)¡e 


de 


o o 

i Jl -n)iB 2lr 


e" 1 (1 — n)i 


1 


[e 2(l-n)ni __ i] = o 

n—l 


(1 - n)e 


donde n # 1 . 
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4.23. Sea C la curva y — x" — 3x 2 -|- 4x — I que une los puntos (1 , 1) y (2, 3). Encuentre el valor de [ c ( 1 2 z 2 — 4 iz) dz. 

Solución 

Método 1. De acuerdo con el problema 4.17, esta integral es independiente de la trayectoria que une (1, 1) y 
(2, 3). Así, puede elegirse cualquier trayectoria. En particular, elija como trayectoria las rectas de (1, 1) a (2, 1) 
y de (2, 1) a (2, 3). 

Caso 1. A lo largo de la trayectoria de (1, 1) a (2, 1), y = 1 y dy = 0, de manera que z = x + iy = x + i, dz = dx. 
De este modo, la integral es igual a 

2 


j 1 2(x + i) 2 — 4i(x + i)} dx = {4(.v + ¿) 3 — 2 i(x + i ) 2 } 


= 20 + 30i 


Caso 2. A lo largo de la trayectoria de (2, 1) a (2, 3), x = 2 y dx = 0, de manera que z = x + iy = 2 + iy, dz = i dy. 
Así, la integral es igual a 


{12(2 + iy) 2 - 4/(2 + iy)}idy = ¡4(2 + iy) 3 - 2/(2 + /y) 2 } 


= -176 + 8 / 


y= 1 


Por tanto, al sumar los valores requeridos = (20 + 30/) + (—176 + 8 /) = —156 + 38/. 
Método 2. La integral dada es igual a 


2 + 3 / 


(12 z 2 — Mz)dz = (4 z 3 — 2 iz 2 ) 


2 + 3 / 


= -156 + 38/ 


i+/ 


i+/ 


Es claro que el método 2 es más sencillo. 

Integrales de funciones especiales 

4.24. Determine a) J sen 3z eos 3 z dzy b) J cot( 2 z + 5) dz- 

Solución 

a) Método 1. Sea sen 3 z = u. Así, du = 3 eos 3 z dz o eos 3 z dz = du/3. Entonces, 

sen 3 z eos 3 z dz = 


du 1 
k — = — 
3 3 


1 u 2 

u du = -|-c 

3 2 


1 2 1 2 

= -u + c = - sen*3z + c 
6 6 


Método 2. 


sen 3z eos 3z dz = 


sen 3z d(sen 3z) = \ sen 2 3z + c 


Método 3. Sea eos 3z = u. De este modo, du = —3 sen 3 z dz o sen 3z dz = —du/3. Entonces, 


sen 3z eos 3z dz = — 


1 2 1 2, 

udu = - u~ + C] = -cos“ 3z + ci 

6 6 


Observe que los resultados de los métodos 1 y 3 difieren en una constante. 
b) Método 1. 


cot(2x + 5) dz 


cos(2z + 5) 

-„-— dz 

sen(2z + 5) 
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CAPÍTULO 4 


Integración compleja y teorema de Cauchy 


Sea u = sen (2z + 5). Así, du = 2 cos(2 z + 5 )dz y cos(2z + 5 )dz = du/2. Por tanto, 


Método 2. 


cos(2z + 5 )dz 1 du 

sen(2z + 5) 2, u 


^ ln u + c = ^ ln sen(2z + 5) + c 


cot(2 z +5 )dz = 


cos (2 z + 5) 1 

- dz = - 

sen(2z + 5) 2 


d{sen(2z + 5)} 
sen(2z + 5) 


1 

2 


ln sen(2z + 5) + c 


4.25. á) Demuestre que J F(z)G'(z) dz = F(z)G(z) — J F'(z)G(z) dz. 

b) Encuentre J ze 2z dz y J 0 ' ze 2z dz. 

c) Encuentre J z 2 sen 4z dz y Jg ^ z 2 sen 4z dz. 

d) Evalúe J c (z + 2)e' z dz a lo largo de la parábola C definida por rry — x 1 de (0,0) a (tt, 1 ). 


Solución 

a ) Se tiene 

d\F(z)G(z)} = F(z)G'{z) dz + F'(z.)G(z.) dz 
Se integran ambos lados para obtener 


d{F(z)G(z)} = F(z)G(z ) = 


F(z)G\z) dz + 


F\z)G(z) dz 


Así, 


F(z)G'(z) dz. = F(z)G(z) 


F\z)G{z)dz 


Este método se conoce como integración por partes. 

b) Sean F(z) = z, G'(z) = e 2z . Entonces, F\z) = 1 y G(z) = \e 2z , al omitir la constante de integración. Por tanto, 
según el inciso a). 


ze 2z dz = 


F(z)G'(z) dz = F(z)G(z) — 


F'(z.)G(z) dz 




1 -^e 2z dz=yze 2z -^e 2z + c 


Por tanto, 


ze 2z dz = I ¿ ze íz -F e zz + c 


1 


V2 4 

c) Al integrar por partes y elegir F(z) = z 2 , G\z ) = sen 4z, se tiene 


1 2 1 -> 1 K 2 ... 

= 2 e ~~4 e ~ + 4 = 4 (S + ) 


z 2 sen4 zdz = (z 2 )( —-cos4z I — 


(2z) - 


1 \ 

-cos4z 

4 ) 


dz 


1 


1 


= — -z cos4z + - 


z eos 4z dz 


4 2. 

Se integra por partes esta última integral y se eligen esta vez F(z) = z y G'(z) = eos 4z, para obtener 


zcos4zdz = (z)( -|-sen4z) — 


1 


1 


(1)( -sen4z) dz = -zsen4z+—cos4z 
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Problemas resueltos 


Por tanto. 


1 


1 


1 


zr sen4 zdz = —z cos4z + -zsen4z + -cos4z + c 
4 8 32 


r sen4 zdz = -tt 2 + 2 - 2 = -tt 


La doble integración por partes se indica de manera sugerente al escribir 


1 


z sen4 zdz = (z ) —-cos4z — (2z) — — sen4z + (2) — cos4z + c 


1 


1 


1 


16 

1 


1 


64 


= —-z cos4z + -zsen4z + —cos4z 


4 


32 


donde el primer paréntesis de cada término (después del primero) se obtiene al diferenciar z 2 sucesivamente, 
el segundo paréntesis se obtiene al integrar sucesivamente sen 4z, y los términos alternan de signo. 
d) Los puntos (0, 0) y (tt, 1) corresponden az = 0yz = 7r + ¡. Como (z + 2)e lz es analítica, se ve, de acuerdo 
con el problema 4.17, que la integral es independiente de la trayectoria y que es igual a 


1 +i 


(z + 2)e iz dz = 


(z + 2)( — | — (1)(—e K ) 


7 T+Í 


= (tt+ i + 2 ) 


,¡(7T+Í) 


+ é 


iirr+i) _] 

i 


= —2e _1 - 1 + ¿(2 + ttc~ 1 + 2e~ ¡ ) 


4.26. Muestre que 


dz 

z~ + a 2 


-tan 

a 


z 1 . (z-ai 

a 2 ai \z + ai 


+ C2. 


Solución 


Sea z = a tan u. Entonces, 


dz 

a sec 2 u du 1 

zr + a 2 

n 2 (tan 2 u+l) a. 


du = - tan 
a 



Además, 


1 


1 


1 


z 2 + a 2 (z — ai)(z + ai) 2 ai \z — ai z + ai 


1 


1 


y así 


dz 

1 

dz 

i 

dz 

z 2 + a 2 

2 ai , 

z — ai 

2 ai , 

z + ai 


= r— ln(z - ai) - 
2ai 


-^ln(z + ai) + c 2 = r^ln 
2 ai 2 ai 


Z + ai 


+ C2 
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CAPÍTULO 4 Integración compleja y teorema de Cauchy 

Problemas diversos 


4.27. Demuestre el teorema de Morera [página 115] suponiendo que/(z) tiene una derivada continua en 7Z. 

Solución 

Si f(z) tiene una derivada continua en 1Z puede aplicarse el teorema de Green para obtener 

o f(z) dz = o udx — v dy + i o vdx + udy 


dv 3 u 

~T X -dy ]dxdy + l 


3 u dv\ 
3.r dy) 


dxdy 


Así, si <j¡ c f{z) dz = 0 alrededor de toda trayectoria cerrada C en 1Z, se tendrá 


o u dx — v dy = 0, 


o vdx + udy = 0 


c 


c 


alrededor de toda curva cerrada C en 1Z. Por tanto, de acuerdo con el problema 4.8, se satisfacen las ecuaciones 
de Cauchy-Rienrann 

3 u dv dv du 

dx dy ’ dx dy 


y (como estas derivadas parciales son continuas) se colige [problema 3.5] que u + iv = f{z) es analítica. 

4.28. Un campo de fuerza está dado por F — 3z + 5. Encuentre el trabajo realizado al mover un objeto en este 
campo de fuerza a lo largo de la parábola z — t 2 + it, desde z = 0 hasta z — 4 + 2 i. 


Solución 

Trabajo total realizado 





F • dz = Re 

F ■ dz = Re 

C 3z + 5)dz 

c c 


c 







/ 1 \ 

Re 

3 

. c 

zdz-\- 5 

c 

dz 

= Re 

3 í 10 — - / j + 5(4 + 2¿) 


con el resultado del problema 4.2. 


4.29. Encuentre 


a ) 


e ax sen bx dx 


y 


b ) 


e ax eos bx dx. 


Solución 


Se omite la constante de integración y se obtiene 

' Aa+ib)x 

e (a+ib)x dx= - 

a + ib 

que puede escribirse como 


e at (cos bx + i sen bx) dx = 


e ax (cos bx + i sen bx) e ax (cos bx + i sen bx)(a — ib) 


a + ib 


'■+b 2 
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Problemas resueltos 


Y 


se igualan las partes reales y las imaginarias, 

e “ eos bx dx = 

e ax sen bx dx = 


e ax (a eos bx + b sen bx) 
a 2 + b 2 

e ax (a sen bx — b eos bx) 
a 2 + b 2 


4.30. Dé un ejemplo de una curva continua, cerrada, que no se interseque y que se encuentre en una región acotada 
7 Z, pero que sea de longitud infinita. 

Solución 


Considere el triángulo equilátero ABC [figura 4-21] con lados de longitud unitaria. Al trisecar cada lado se trazan 
los triángulos equiláteros DEF, GHJ y KLM. Después se omiten los lados DF, GJ y KM y se obtiene la curva 
cerrada, que no se interseca, ADEFBGHJCKLMA de la figura 4-22. 


B 




Figura 4-23 



Se puede continuar con este proceso de trisecar los lados DE, EF, FB, BG, GH, etc., y trazar, como antes, 
triángulos equiláteros. Al repetir este proceso indefinidamente [vea la figura 4-23] se obtiene una curva continua 
cerrada que no se interseca y que es la frontera de una región cuya área finita es igual a 


1 

4 


V3 + (3) 



1\V3 


+ (9) 


1 1 

1+ 3 + 9 + ' 



V3 

4 


+ (27)(i 
1 

1 - 1/3 ~ 





o 1.5 veces el área del triángulo ABC, y la cual tiene una longitud infinita (vea el problema 4.91). 

4.31. Sean F(x, y) y G(x, y) continuas, y con primeras y segundas derivadas parciales continuas en una región 
simplemente conexa 1Z limitada por una curva simple cerrada C. Demuestre que 


o F 
c 


3G 3G 

— d x -—dy 
ay dx 


Í&G 3 2 G\ ídFdG dFdG\ 
\ dx 2 3_y 2 ) + \dx dx + dy dy) 


dxdy 


Solución 

9G 

Sean P = F —, Q 
dy 



en el teorema de Green de modo 


que 


o Pdx + Qdy 
c 


(3Q 

9P\ 

V dx 

-fy) 


re 


dxdy 
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^ CAPÍTULO 4 


Integración compleja y teorema de Cauchy 


Entonces, como se buscaba. 


o F 

c 


3G , 3G , 

nr dx ~n~ d y 

3y dx 




dxdy 


/ 3 2 G 3 2 G\ ídFdG dFdG\ 
\ 3x 2 3y 2 / \ dx dx dy dy) 


dxdy 


PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


Integrales de línea 

4.32. Evalúe jj' 2 ' 21 (3x + y) dx + (2y — x) dy a lo largo de a) la curva y = x 2 + 1, £>) la recta que une (0, 1) y 

(2,5), c) las rectas que van de (0,1) a (0,5) y de (0,5) a (2,5) y r/) las rectas que vande(0, l)a(2, l)yde(2, l)a 
(2, 5). 


4.33. 

4.34. 

4.35. 

4.36. 

4.37. 

4.38. 

4.39. 

4.40. 

4.41. 

4.42. 


a) Evalúe § c ( x + 2y) dx + (y — 2x) dy alrededor de la elipse C definida por x = 4 eos 9, y = 3 sen 0, 0 < 9 < 2tt 
si C se describe en dirección contraria a las manecillas del reloj. 

tí) ¿Cuál es el resultado en el inciso a) si C se describe en el sentido de las manecillas del reloj? 

Evalúe J c (x 2 — iy 2 )dz a lo largo de a) la parábola y = 2zc desde (1, 2) hasta (2, 8), b) las rectas de (1, 1) a 
(1, 8) y de (1, 8) a (2, 8) y c) la recta de (1, 1) a (2, 8). 

Evalúe | c |z] 2 dz alrededor del cuadrado con vértices en (0, 0), (1. 0), (1, 1), (0, 1). 

Evalúe J c (z 2 + 3 z) dz a lo largo de a) la circunferencia |zj = 2 desde (2, 0) hasta (0, 2) en sentido contrario a las 
manecillas del reloj, tí) la recta desde (2, 0) hasta (0, 2) y c) las rectas de (2, 0) a (2, 2) y de (2, 2) a (0, 2). 

Suponga que/(z) y g(z) son integrables. Demuestre que 

b a 


a) 


f(z)dz = — 


f(z) dz, tí) 


{2f(z)-3ig(z)}dz=2 


f{z)dz — 3/ 


g{z)dz. 


a b C C C 

Evalúe]) '(3xy + iy 2 )dz a) a lo largo de la recta que une z = iyz= 2 — i y tí) a lo largo de la curva x=2t — 2. 
y = 1 + t - t 2 . 

Evalúe § c z 2 dz alrededor de las circunferencias á) |z| = 1, b) \z — 1| = 1. 

Evalúe f c (5z 4 — z 3 + 2 )dz alrededor a) de la circunferencia |z| = 1, b) del cuadrado con vértices en (0, 0), 
(1. 0), (1, 1) y (0, 1) y c) de la curva que consta de las parábolas y = x 2 desde (0, 0) hasta (1, 1) y v 2 = x desde 
(1,1) hasta (0, 0). 

Evalúe J c (z 2 + l) 2 dz a lo largo del arco de la cicloide x = a{9 — sen 9), y = a( 1 — eos 9) desde el punto en el 
que 0 = 0 hasta el punto en el que 9 = 2tt. 

Evalúe J c z 2 dz + z 2 dz a lo largo de la curva C definida por z 2 + 2zz + z 2 = (2 — 2 i)z + (2 + 2 i)z desde el punto 
z = 1 hasta z = 2 + 2 i. 


4.43. Evalúe § c dz/z — 2 alrededor de 

a) la circunferencia |z — 2| = 4, tí) la circunferencia |z — 11 = 5 y c) el cuadrado con vértices en 3 + 3¿, —3 ± 3 i. 

4.44. Evalúe (x 2 + iy 2 )ds alrededor de la circunferencia |z| = 2, donde s es la longitud de arco. 


Teorema de Green en el plano 

4.45. Verifique el teorema de Green en el plano para § c (x 2 — 2 xy) dx + ( y 2 — x 3 y) dy, donde C es un cuadrado con 
vértices en (0, 0), (2, 0), (2, 2) y (0, 2). 
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Problemas complementarios 


4.46. Evalúe § c (5x + 6v — 3) dx + (3x — 4y + 2) dy alrededor de un triángulo en el plano xy con vértices en (0, 0), 
(4, 0) y (4, 3). 

4.47. Sea C una curva simple cerrada que limita una región cuya área es A. Demuestre que 

A = — o x dy — y dx 


4.48. Con el resultado del problema 4.47 halle el área limitada por la elipse x = a eos 9, y = b sen 9, 0 < 9 < 2t t. 

4.49. Encuentre el área limitada por la hipocicloide jc 2 ' 3 + y 222 = 
a 2 / 3 que se muestra sombreada en la figura 4-24. [Pista: 

Las ecuaciones paramétricas son x = a eos 3 0, y = a sen 3 9, 

0 <9< 2tt.] 

4.50. Verifique el teorema de Green en el plano para § (; x 2 y dx + 

(v 3 — xy 2 )dy, donde C es la frontera de la región que queda 
encerrada por las circunferencias x 2 + y 2 = 4, x 2 + y 2 = 16. 

4.51. a) Demuestre que | c (y 2 eos x — 2e y ) dx + (2y sen x — 2xe y ) 

dy = 0 alrededor de cualquier curva simple cerrada C. 

b) Evalúe la integral del inciso a) a lo largo de la parábola y = x 2 

desde (0, 0) hasta (ir, ir). Figura 4-24 

4.52. a) Muestre que J ( <3 2) (2jcy 3 — 2v 2 — 6y) dx + (3x 2 y 2 — 4.vy — 6x) dy es independiente de la trayectoria que une los 

puntos (2, 1) y (3, 2). b) Evalúe la integral del inciso a). 



Forma compleja del teorema de Green 

4.53. Si C es una curva simple cerrada que encierra una región de área A, compruebe que A = — o zdz- 

2 i 

c 

4.54. Evalúe <|> c z dz alrededor de a) la circunferencia \z — 2\ = 3, b) el cuadrado con vértices en z = 0, 2, 2¿ y 2 + 2 i 
y c) la elipse \z — 3| + |z + 3| = 10. 

4.55. Evalúe | c (85 + 3z) dz alrededor de la hipocicloide x 2 / 3 + y 2 / 3 = a 2 / 3 . 

4.56. Sean P(z, z) y Q(z, 5) funciones continuas con derivadas parciales continuas en una región 72 y en su frontera C. 
Demuestre que 


c) P(z, z) dz + Q(z, z) dz = 2 i 


—-^r/A 
dz dz) 


4.57. Muestre que el área del problema 4.53 puede expresarse en la forma A = — o zdz — zdz. 

c 

4.58. Muestre que, en coordenadas conjugadas, el centroide de la región del problema 4.53 está dado por (5, z), donde 


1 


1 


Z = - TT^ o Z dz y Z = o zr dz 
4Ai' 3 A A ■ T 


4A¿ 


c c 

4.59. Encuentre el centroide de la región limitada arriba por |z| = a > 0 y abajo por Im z = 0. 


Teorema de Cauchy y teorema de Cauchy-Goursat 

4.60. Verifique el teorema de Cauchy para las funciones a) 3z 2 + iz — 4 y b) 5 sen 2z, c) 3 cosh(z + 2), donde 
C es el cuadrado con vértices en 1 + i, — 1 + i. 
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3 CAPÍTULO 4 


Integración compleja y teorema de Cauchy 


4.61. Verifique el teorema de Cauchy para la función r — iz 2 — 5z + 2i si C es 

a) la circunferencia |z| = 1, b) la circunferencia |z — 1| = 2 y c) la elipse |z — 3 i\ + \z + 3i| = 20. 

dz 


4.62. Sea C la circunferencia \z — 2| = 5. a) Determine si cp 
respuesta al inciso a)? 


z-3 


= 0. b ) ¿Contradice al teorema de Cauchy su 


4.63. Dada una curva simple cerrada C, explique claramente la relación entre las observaciones 


4.64. 


c) (x 2 — y 2 + 2 y) dx + (2x — 2xy) dy = 0 y 
c 

Mediante la evaluación de | c e z dz alrededor de la circunferencia |z| 


o (z 2 — 2 iz) dz = 0 
c 

= 1, muestre que 


277 


277 


e cos 8 cos( 6 + sen 6) d6 = 


e cos0 sen(d+ sen6)dd= 0 


o o 

4.65. Establezca y pruebe el teorema de Cauchy para regiones múltiplemente conexas. 

4.66. Demuestre el teorema de Cauchy-Goursat para un polígono, como el polígono ABCDEFGA de la figura 4-25, que 
puede intersecarse a sí mismo. 


4.67. Demuestre el teorema de Cauchy-Goursat para la región múltiplemente conexa IZ de la figura 4-26. 




4.68. a) Verifique el teorema de de Cauchy-Goursat para un rectángulo y b) muestre cómo se emplea el resultado del 
inciso a) para demostrar este teorema para toda curva simple cerrada C. 

4.69. Sean P y Q continuas y con primeras derivadas parciales continuas en una región IZ. Sea C una curva simple 
cerrada en 7Z y suponga que para toda curva de este tipo 

O P dx + Q dy = 0 
c 

a) Demuestre que existe una función analítica/(z) tal que Ref {/(z) dz] = P dx + Q dy sea una diferencial exacta. 

b) Determine p y q en términos de P y Q de modo que Im {/(z) dz] = p dx + q dy y verifique que | c pdx + 
q dy= 0. 

c) Analice la relación entre los incisos á) y b) y el teorema de Cauchy. 

4.70. Ilustre los resultados del problema 4.69 si P = 2x + y — 2xy, Q = x — 2y — x 2 + y 2 hallando p, q y/(z). 

4.71. Sean P y Q continuas y con primeras derivadas parciales continuas en una región 7 Z. Suponga que, para toda curva 
simple cerrada C en 7Z, se tiene f c Pdx+ Qdy = 0. 

á) Demuestre que § c Qdx — Pdy = 0. b) Analice la relación del inciso a) con el teorema de Cauchy. 
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Problemas complementarios 



Consecuencias del teorema de Cauchy 

4.72. Muestre directamente que J 3 7^ (6 z 2 + 8 iz) dz tiene el mismo valor a lo largo de las siguientes trayectorias C 
que unen los puntos 3 + 4¡ y 4 - 3 i: a) una línea recta, b ) las líneas rectas de 3 + 4¿ a 4 + 4¿ y de 4 + 4¿ a 
4 — 3¿ y c) la circunferencia |z| = 5. Determine este valor. 

4.73. Muestre que J c e~ 2 ~ dz es independiente de la trayectoria C que une los puntos 1 — m y 2 + 3 t tí, y determine su 
valor. 


4.74. Dada G(z) = cos3£í/f, a) demuestre que G(z ) es independiente de la trayectoria que une tt — m y el 
punto arbitrario z, b ) determine G(ttí) y c) demuestre que G'(z) = eos 3z. 

4.75. Dada G(z) = J 1 ' , +¡ sen f 2 d£, a) verifique que G(z) es una función analítica de z y b) compruebe que G'(z) = sen z 2 . 

4.76. Dada la integral real de línea § C P dx + Qdy, dé y compruebe el teorema correspondiente a: 
a) el problema 4.17, b) el problema 4.18 y c) el problema 4.20. 

4.77. Con la región de la figura 4-26, demuestre el teorema 4.5 de la página 118. 

z 2 4- 2z — 5 

4.78. a) Si C es la circunferencia |zl = R. muestre que lím o —--—_— -— dz = 0 

11 M R^oo J (z 2 + 4)(z 2 + 2z + 2) 


b) 


c) 


Con el resultado del inciso a), deduzca que si Ci es la circunferencia |z — 2| = 5, entonces 


z 2 + 2z - 5 


(z 2 + 4)(z 2 + 2z + 2) 


dz = 0 


c i 


Si C i es la circunferencia |z + 11 = 2, ¿es verdadero el resultado del inciso b)l Explique. 


Integrales de funciones especiales 

4.79. Encuentre las integrales siguientes: 

á) 

4.80. Encuentre las integrales siguientes: 


<N 

1 

b) 

z sen z 2 dz. 

c) 

Z 2 +l 
z 3 + 3z + 2 

d) 

sen 4 2z eos 2z dz 

y 

e) 


a) 


z eos 2z dz, b) 

27 TÍ 


Z 2 e z dz, c) 


z ln zdz 


d) 


z senhzdz. 


4.81. Evalúe a) 


e 3z dz, b) 


senil 5z dz 


c) 


zcos 2 zdz- 


o o 

”■/ 2 _ r 71 '/ 2 ^c- 2 . 


4.82. Muestre que JJ 7 ' sen 2 zdz = Jg~ eos 2 zdz = tt/4. 

4.83. Muestre que 


z 2 tanh(4z 3 ) dz. 


dz 1 , (z — a\ 1 , z 

~2 -^ = —ln —— +ci =-coth - + c 2 . 

Z — a~ 2 a \z + a J a a 

4.84. Muestre que, al restringirse a una misma rama de la raíz cuadrada, 

zV2z + 5 dz = (2z + 5) 5/2 - 5 - (2z + 5) 3/2 + c 

20 6 

4.85. Evalúe J yj 1 + Vz + 1 dz, estableciendo las condiciones en las cuales es válido su resultado. 


Problemas misceláneos 

4.86. Con la definición de integral, demuestre que a lo largo de toda trayectoria que una los puntos ay b, 

b b 


a) 


dz = b — a 


b) 


zdz = \ (b 2 - a 2 ). 
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CAPITULO 4 Integración compleja y teorema de Cauchy 


Demuestre el teorema de la página 113 relacionado con el cambio de variables. [Sugerencia: Exprese cada lado 
de la igualdad como dos integrales reales de línea y use las ecuaciones de Cauchy-Riemann.] 


4.87 

4.88. Sea u(x, y) armónica con derivadas continuas, por lo menos de orden dos, en una región 1Z. 


a) Muestre que la integral siguiente es independiente de la trayectoria que une en 1Z los puntos (a, b) y ( x, y): 


(x,y) 


v(x, y) = 


3 u 3 u , 

- dx -\ -rfv 

dy dx 


4.89. 

4.90. 

4.91. 

4.92. 

4.93. 


( a,b ) 

b) Demuestre que u + iv es una función analítica de z = x + iy en 7 Z. 

c) Demuestre que v es armónica en 7 Z. 

Repita el problema 4.88 para los casos especiales a) u = 3x 2 y + 2x 2 — y 3 — 2y 2 y b) u = xe x eos y — ye x sen y. 
[Vea los problemas 4.53a) y c).] 

Con la definición de integral, verifique directamente que si C es una curva simple cerrada y z 0 es una constante, 

a)odz = 0, b)ozdz = 0 y c) o (z — za)dz = 0 
c c c 

Encuentre la longitud de la curva cerrada del problema 4.30 después de n pasos y verifique, que cuando n —> oo, 
la longitud de la curva se hace infinita. 
dz 

Evalúe -a lo largo de la recta x + y = 1, en la dirección en la que crece x. 

. z 2 + 4 
c 

Muestre que J” xe~ x senx dx =¡¡. 

—2+2v/3i 


4.94. Evalúe 


z x¡1 dz a lo largo de una trayectoria en línea recta si se elige la rama de z 1//2 en la que z 1//2 = 1 


para 


-2—2V3 i 


4.95. 

4.96. 

4.97. 


4.98. 


z = 1. 

¿Es válido el teorema de Cauchy para la función /(z) = z 1 / 2 si C es la circunferencia |z| = 1? Explique. 

¿Es válido el teorema de Cauchy para una curva, como la curva 
EFGHFJE de la figura 4-27, que se interseca consigo misma? 

Justifique su respuesta. 

Si n es la dirección de trazo hacia afuera normal a una curva 
simple cerrada C, s es el parámetro de longitud de arco y U es 
una función continuamente diferenciable, demuestre que 

dU _dUdx + dUdy 
3 n dx ds dy ds 

Pruebe la primera identidad de Green, 

Í/V 2 V dxdy + 



(dUdV dUdV\ , , [ r dV , 

-1- \ dx dx = () U — ds 

\ dx dx dy dy J ' J dn 


4.99. 


donde 1Z es la región limitada por la curva simple cerrada C, V 2 = {d 2 /dx 2 ) + (3 z /3y 2 ), en tanto que n y s son 
como se indica en el problema 4.97. 

Con el problema 4.98 demuestre la segunda identidad de Green 

dV 3 U\ 


(UV ¿ V -VV ¿ U)dA = 4>( U--V—)ds 
\ o n an) 

n c 

donde dA es un elemento de área de 1Z. 

4.100. Exprese el resultado del problema 4.31 en términos del operador V. 
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Respuestas a los problemas complementarios 


dz 

4.101. Evalúe ° ^f=j=^=j= alrededor de la circunferencia unitaria |z| = 1 empezando con z = 1, y suponga que para 

c 

este valor el integrando es positivo. 

4.102. Sea n un entero positivo. Muestre que 


0 cos (6— eos n0)d6 = 


9 sen (6— eos nd)d6= 0 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


4.32. 

4.33. 

4.34. 

4.35. 


4.36. 


a) 88/3, b) 32, c) 40 y d) 24 
a ) —4877 y b) 4877 

511 49 518 „ 518 „ 

a) — - —i, b) — - 5h y c) — - 

—1 + i 
44 8 

—-— - i en todos los casos 
3 3 


4.38. a )-- + - i , b )-- + —i 
3 3 3 30 


4.39. 

4.40. 

4.41. 

4.42. 

4.43. 

4.44. 

4.45. 

4.46. 

4.48. 

4.49. 

4.50. 

4.51. 

4.52. 


a) 0 y b) 4 ttí 

0 en todos los casos 
(9677 5 a 5 + 80t7 3 a 3 + 3077a)/15 
248 
15 

2ttí en todos los casos 
877(1 + i ) 

Valor común = — 8 
-18 
TTClb 

377 a 2 
8 

Valor común = 12077 

b) —277 e r 
b) 24 


4.54. 

4.55. 
4.59. 
4.70. 

4.72. 

4.73. 

4.74. 

4.79. 


4.80. 


a) I 877 Í, b) 8 i y c ) 4077! 

6ttíü 2 

„ 2 ai ~ —2ai 
z = —, z =- 

77 77 

Una posibilidad es p = x 2 — v 2 + 2y — x, 
q = 2x + y — 2 xy,f(z) = iz 2 + (2 — í)z 

338 - 266 i 

\e~ 2 {\ -e~ 2 ) 

b) 0 

1-7- 1 , 

a)--e +c, b)--coszT + c, 

1 , I 

c) -ln(z 3 + 3z + 2) + c, d) —sen 5 2z + c y 

1 , 

e) — lncosh(4z ) + c 

1 1 i 

a) -zsen2z+-cos2z + c, b) — e Z (z 2 + 2z + 2) + c. 


1 


1 


4.81. 

4.85. 

4.92. 

4.94. 


c) -zf lnz - - + c y 

d) (z 3 + 6z) cosh z — 3(z 2 + 2) senh z + c 

2 2 1 1 1 

a)- b )— y c) - cosh 2 senh 2 H—77¡'senh2 

3 5 4 2 2 

^(1 +\/zTT) 5/2 - ^(1 + Vz+T) 3/2 + c 


2 

32 

T 
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Fórmulas integrales 
de Cauchy y teoremas 
relacionados 


5.1 Fórmulas integrales de Cauchy 

Sea fiz) analítica sobre y en el interior de una curva simple cerrada C y sea a un punto en el interior de C [figura 
5-1]. Entonces 


f(a) = — o 
2 TU 


[ /(z) 


Z — a 


dz 


(5.1) 


donde C se recorre en sentido positivo (contrario a las manecillas del reloj). 
Además, la n-ésima derivada de f(z) en z — a es 


f n \a) = ^ $ 

2 77 / 


n\ 


ftz) 


(z - ay 


,n+l 


dz n = 1, 2, 3,... 


(5.2) 


La expresión en (5.1) puede considerarse el caso especial de la expresión en (5.2) en el que n = 0, si se define 0!= 1. 



Los resultados dados en (5.1) y (5.2) se conocen como fórmulas integrales de Cauchy, y son importantes porque 
muestran que si una función /(z) se conoce sobre una curva simple cerrada C, puede hallarse el valor de la función 
y los valores de todas sus derivadas en todos los puntos interiores de C. Por tanto, si una función de una variable 
compleja tiene primera derivada, es decir, es analítica, en una región simplemente conexa 1Z, todas sus derivadas de 
orden superior existen en 1Z. Esto no es necesariamente válido para funciones de variables reales. 
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5.2 Algunos teoremas importantes 


5.2 Algunos teoremas importantes 


La siguiente es una lista de teoremas importantes que son consecuencia de las fórmulas integrales de Cauchy. 

1. Teorema de Morera (recíproco del teorema de Cauchy) 

Si f(z) es continua en una región simplemente conexa 71 y si j c f(z ) dz = 0 alrededor de toda curva simple 
cerrada C en 1Z, entonces /(z) es analítica en 1Z. 

2. Desigualdad de Cauchy 

Suponga que f(z) es analítica en el interior y sobre una circunferencia C, tiene radio r y centro en z = a. 
Entonces, 

\f {n \a)\S ñd ~^ n = 0,1,2,... (5.3) 

r" 

donde M es una constante tal que |/(z) < M en C, es decir, M es una cota superior de \ f(z)\ en C. 

3. Teorema de Liouville 

Suponga que para toda z en el plano complejo entero, i) f(z) es analítica y ii) f(z) es acotada, es decir, 
[f(z)\ < M para alguna constante M. Entonces/(z) es una constante. 

4. Teorema fundamental del álgebra 

Toda ecuación polinómica P(z) = «o + a\z + aiZ 2 + ■ ■ ■ + a„Z n = 0 de grado n > 1 en la que a n 0 tiene 
por lo menos una raíz. 

De esto se sigue que P(z) = 0 tiene exactamente n raíces, tomando en cuenta las multiplicidades de las 
raíces. 


5. 


6 . 


7. 

8. 


9. 

10. 


Teorema del valor medio de Gauss 

Suponga que f(z) es analítica en el interior y sobre una circunferencia C, con centro en a y de radio r. 
Entonces,/(a) es la media de los valores de/(z) en C, es decir, 


277 


m = 


2tt 


f(a + re' 0 ) d6 


(5.4) 


Teorema del módulo máximo 

Suponga que/(z) es analítica en el interior y sobre una curva simple cerrada C y que no es idénticamente 
igual a una constante. Entonces, el valor máximo de \f(z)\ se encuentra sobre C. 


Teorema del módulo mínimo 

Suponga que /Tz) es analítica en el interior y sobre una curva simple cerrada C y que /Tz) 0 en el interior 
de C. Entonces, |/(z) asume su valor mínimo sobre C. 


Teorema del argumento 

Sea/(z) analítica en el interior y sobre una curva simple cerrada C, salvo en un número finito de polos en 
el interior de C. Entonces, 


1 

27 TÍ 


[ f(z) 
fiz) 


o 


dz = N — P 


(5.5) 


donde Ny P son, respectivamente, el número de ceros y el de polos dc /iz) en el interior de C. 
Una generalización de este teorema se presenta en el problema 5.90. 


Teorema de Rouehé 

Suponga que f(z) y g(z) son analíticas en el interior y sobre una curva simple cerrada C y suponga que 
|g(z)| < |/(z)| sobre C. Así, f(z) + g(z) y f(z) tienen el mismo número de ceros en el interior de C. 


Fórmulas integrales de Poisson para un círculo 

Sea f(z) analítica en el interior y sobre un círculo C definido por z = R. Así, si z = re 10 es un punto cual¬ 
quiera en el interior de C, se tiene 


277 


f(re w ) = — 

2 77 


(. R 2 - r 2 ) f(Re u 


R 2 — 2Rrcos(0 — 4>) + r- 


d(¡) 


(5.6) 
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CAPÍTULO 5 Fórmulas integrales de Cauchy y teoremas relacionados 



11 . 


Si u(r, 0) y v(r, 9) son las partes real e imaginaria d ef(re' e ), y u(R, <[>) y v(R, 4 >) son las partes real e 
imaginaria d e,f(Re'^), entonces 


u(r, 0)= — 
2tt 


27 T 

[ CP2 _ „2 


(R ¿ - r ¿ )u(R, 4 >) 

A’ 2 - 2Rr cosí 0 — <}>) + , 


¡d4> 


(5.7) 


v{r, 9) — 


2 IT 

[ cp2 _ ¿2 

2tt 


(R ¿ - r)v(R, 4)) 

R 2 — 2Rrco&(9 — 4 >) + r ‘ 


d4> 


(5.8) 


Estos resultados se llaman /or/nzc/c/.v integrales de Poisson para un círculo. Ellas expresan el valor de una 
función armónica en el interior de un círculo en términos de sus valores en la frontera. 

Fórmulas integrales de Poisson para un semiplano 

Sea f(¿) analítica para la mitad superior, y > 0, del plano z y sea £ — £ + ir] un punto en este semiplano 
superior. Entonces 


/(£) = 


00 

1 • 
77 

—oo 


Vf(x) 

(x - o 2 + V 2 


dx 


En términos de las partes reales e imaginarias de/(£), esto se escribe como 


«(£ V) 

v(¿¡, V) 


00 


1 

77 

—oo 


r¡u(x, 0) 

-ó- -zdx 

(x - i) 2 + r¡- 


00 


1 • 
77 

— 00 


r¡v(x, 0) 

- o - ~dx 

(x - ^) 2 + r\- 


(5.9) 


(5.10) 


(5.11) 


Esto se conoce como fórmulas integrales de Poisson para un semiplano. Ellas expresan el valor de una 
función armónica en la mitad superior del plano en términos de los valores en el eje x [la frontera] del 
semiplano. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Fórmulas integrales de Cauchy 


5.1. Sea f(z) analítica en el interior y sobre la frontera C de una región simplemente conexa 7 Z. Demuestre la 
fórmula integral de Cauchy 


1 


ña) = — o 

2 77/ 


[ /(z) 


z — a 


dz 


Solución 

Método 1. La función f(z)/(z — a ) es analítica sobre y en el interior de C excepto en el punto z = a (vea la figura 
5-2). De acuerdo con el teorema 4.4 de la página 117, se tiene 


m 

Z — a 


dz~ O 


m 

Z — a 


dz 


( 1 ) 


donde F se elige como una circunferencia de radio e con centro en a. De este modo, una ecuación de T es \z — a\ = e 
o z — a = ee , donde 0 <9 < 2tt. Se sustituye z = a + ee' s , dz = iee ,e y la integral de la derecha en (1) se convierte en 


www.FreeLibros.me 





















Problemas resueltos 


ñz) 

Z — a 


dz = 


f(a + ee ie )iee' 9 


dO = i 


f(a+ ee' e )dO 


De manera que, de acuerdo con (1), 


m 

Z — a 


dz = i 


f{a + ee w )dO 


(2) 


Se toman límites en ambos lados de (2) y, mediante la continuidad de/(z), se tiene 


ñz) 


dz = lím i 


z — a e—»o 


f{a + ee ,e ) dd 


lím f(a + ee' ti ) dd = i 

e^O 


f(d)dO = 2 TTÍf(á) 


con lo que se obtiene, como se buscaba, 


1 


f(a) = — O- dz 


2 ni 


ñz) 


Z — a 


(3) 


Método 2. El lado derecho de la ecuación (1) en el método 1 se escribe como 


m 

z — a 


dz = o 


ñz) — fia ) _ 

Z — a 


r , I ña) 
dz + o- dz 


Z — a 


= o 


r r 

ñz) -ña) 


Z — a 


dz + 2m f(a) 


con el problema 4.21. Se obtiene el resultado buscado si se muestra que 

ñz) -ña) 


z — a 


-dz = 0 


Pero, de acuerdo con el problema 3.21, 

ñz) -ña) 


Z — a 


dz = o f'(a)dz + o 17 dz = () 17 dz 


Así, al elegir una T tan pequeña que para todos los puntos en I se tenga |T 7 I < S/2n, se tiene 


or¡dz 


< [-(2ne) = e 


De manera que ¡^17 dz = 0, con lo que se termina la prueba. 
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CAPITULO 5 Fórmulas integrales de Cauchy y teoremas relacionados 




5.2. Sea f(z) analítica en el interior y sobre la frontera C de una región simplemente conexa 1Z. Demuestre que 


/'(«) = J~A 

2 777 


ñz) 

(z - a) 2 


dz 


Solución 


De acuerdo con el problema 5.1, si ay a + h. están en 1Z, se tiene 


fia + h) -ña) 

i 

1 

1 i 

1 

■ ñ¿) dz 




f (z) dz = — ( 

2777 

h 

2777 , 

h 

Z — (a + h) z — a 

iz — a- h)iz — a) 


c c 


1 

2777 


O 

c 


f(z) dz 
(Z - a) 2 



f(z)dz 

O -y 

. (z - a - h)(z - a) 


Se toma el límite cuando /7 —^ 0 si se demuestra que el último término tiende a cero, y se obtiene el resultado 
deseado. 

Para mostrar esto se aprovecha que si T es una circunferencia de radio e con centro en a que se encuentra con¬ 
tenida en 1Z (vea la figura 5-3), entonces 


h f /(z) dz 

——; O-y 

2 777 J (z — a — h)(z — a) 
c 


h f /(z) dz 

——; O-y 

2777 (z — a — h)(z — a) 
r 


Se elige h lo bastante pequeña en valor absoluto para que a + h esté en T y que |/¡| < e/2, y se tiene, de acuerdo 
con el problema 1.7c), y con el hecho de que T tiene la ecuación |z — a\ = e, 

|z — a — h\ > \z — a\ - \h\ > e - e/2 = e/2 

Asimismo, como/(z) es analítica en 1Z, puede hallarse un número positivo M tal que \f(z)\ < M. 

Entonces, como la longitud de F es 27re, se tiene 


h 

■ ñz) dz 

^ \h\ Mí2tt€) 2|/i|M 

2i tí t 
r 

iz- a- h){z - a) 2 

— 277(e/2)(e 2 ) e 2 


y así el lado izquierdo tiende a cero cuando h —► 0 , con lo que se termina la prueba. 
Es interesante observar que este resultado es equivalente a 


d 

da 


m 


d 

1 

-- ( 

[ ñz) , 

)- dz 

1 

= -— ( 

a 

) — 

ñz) 

da 

27 TÍ t 
c 

z — a 

27 TÍ % 

da 

z - a 


que es una extensión de la integral de contorno de la regla de Leibnitz para la diferenciación bajo el símbolo de 
integración. 
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Problemas resueltos 


5.3. Demuestre que, en las condiciones del problema 5.2, 

m 


f n \á) - 


2 ni 


o 


(z - a)' 


,n+l 


dz n = 0, 1, 2, 3,... 


Solución 

Los casos en los que n = 0 y n = 1 corresponden a los problemas 5.1 y 5.2, respectivamente, siempre que se defina 
que f°>(a) =f(a) y 0! = 1. 

Para el caso en que n = 2, se usa el problema 5.2, donde ay a + h están en 1Z, y se obtiene 


f\a + h)-f\a) _ 1 fl 
h 2iri h 


1 


1 


(z — a — h) 2 (z — a) 2 


f{z) dz 


2 ! 

=- , 

27 tí J (z — a) 3 


m , , h 

- x dz + 


2 ni 


3(z - a) - 2h 
(z- a- h) 2 (z - a) 3 


/(z) dz 


Se toma el límite cuando h —> 0, si se demuestra que el último término tiende a cero, y se obtiene el resultado 
deseado. La prueba es similar a la del problema 5.2, pues, al aprovechar que la integral alrededor de C es igual a 
la integral alrededor de I , se tiene 


h 

2 ni 


3(z — a) — 2/j 
(z — a — h) 2 (z — a) 3 


f(¿) dz 


M(2ne) 4\h\M 


2n(e/2) 2 (e 3 ) 


Porque existe un M tal que |{3(z — a) — 2h) /(z)| < M. 

De manera similar se procede en los casos n = 3, 4,... (vea los problemas 5.36 y 5.37). 
Este resultado equivale a (vea el problema 5.2) 


d" d" 

da" ^ {u] ~ da" 


1 

2 ni 


f(z) 
(z - a) 


dz 


1 

“ 27ri ^ 


9" 

da" 


f(z) 


z — a 


dz 


5.4. Suponga que/(z) es analítica en una región 1Z. Demuestre que/'(z),/"(z),... son analíticas en 1Z. 

Solución 

Esto es consecuencia de los problemas 5.2 y 5.3. 

5.5. Evalúe 

. sen ttz 2 + eos nz 2 , .. 

a) ()----— dz , b ) c) 


(z — l)(z — 2) 
c 

Solución 

a) Como 




(Z+D 4 


dz , donde C es la circunferencia |z| = 3. 


1 


1 


1 


(z — l)(z — 2) z — 2 z — 1 
sen 7rz 2 + eos nz 


, se tiene 

sen 77 z 2 + eos 7rz 2 


(z - l)(z - 2) 


dz = o 


dz — o 


sen nz 2 + eos nz 2 
-z- I-' 


z — 2 

c 

De acuerdo con la fórmula integral de Cauchy con a = 2 y a = 1, respectivamente, se tiene 
o - 


sen 77Z 2 + eos 77z 2 , „ „ . 

dz = 27r¡{sen 7 t( 2) 2 + eos 7 t(2)“) = 2ni 


z — 2 


sen nz 2 + eos nz 2 


z- 1 


dz = 27ri{sem7(l) 2 + cos7r(l) 2 ) = —2ni 
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CAPÍTULO 5 Fórmulas integrales de Cauchy y teoremas relacionados 


pues z = 1 y z = 2 están en el interior de C y sen ^tz 2 + eos ttz 2 es analítica en el interior de C. Por tanto, la 
integral buscada tiene el valor 27 tí — (—27 tí) = 47n'. 
b) Sea f(z) = e 2z y a = — 1 en la fórmula integral de Cauchy 


Si n = 3, entonces/'"(z) 


f n \d) = 


2i tí 


ñz) 

(z - a)" +l 


dz 


8e 2z y1) = 8e 2 . Por tanto, (1) se convierte en 


S,e~ ¿ = 


27 TÍ 


(z + ir 


r dz 


( 1 ) 


de donde se ve que el valor de la integral buscada es Sime 2 /3. 


5.6. Demuestre la fórmula integral de Cauchy para regiones múltiplemente conexas. 


Solución 


Se presenta una prueba para la región múltiplemente conexa TZ 
limitada por las curvas simples cerradas C\ y C 2 , que se mues¬ 
tran en la figura 5-4. Es fácil efectuar extensiones a otras regio¬ 
nes múltiplemente conexas (vea el problema 5.40). 

Se construye una circunferencia I con centro en un punto 
a en TZ de manera que T quede comprendida en TZ. Sea TZ' la 
región que consta del conjunto de puntos en TZ exteriores a T. 
Así, la función/(z)/(z — a) es analítica sobre y en el interior de 
la frontera de TZ'. Por tanto, de acuerdo con el teorema de Cau¬ 
chy para regiones múltiplemente conexas (problema 4.16), 


1 

27 TÍ 


o 


ñz) 

Z — a 



f(z) _ J_ 

Z — a Z 2i tí 


ñz) 
z — a 


dz = 0 


c i 


c i 


r 


( 1 ) 



Pero, de acuerdo con la fórmula integral de Cauchy para regiones simplemente conexas, se tiene 


de modo que, por (1), 


ftá)=—o 

2 777 


ñz) 


dz 


(2) 


f(a) = — o 

2777 

Ci 


- dz- — <p 

2777 


z — a 


ñz) 

Z — a 


dz 


(3) 


c 2 


Por tanto, si C representa la frontera completa de TZ (recorrida de manera que un observador que se desplace por 
C tenga siempre TZ a su izquierda), (3) se escribe como 


ña) = 2- <(> 

2777 


ñz) 

Z — a 


dz 


De manera similar, puede mostrarse que las otras fórmulas integrales de Cauchy 


f (n \a) = 


2 ni 


ñz) 


-dz n = 1, 2, 3,... 


(z-a)" +l 
c 

son válidas para regiones múltiplemente conexas (vea el problema 5.40). 


www.FreeLibros.me 
























Problemas resueltos 


Teorema de Morera 

5.7. Demuestre el teorema de Morera (el recíproco del teorema de Cauchy): Suponga que/(z) es continua en una 
región simplemente conexa TZ y que 

<) f(z) dz = 0 
c 

alrededor de toda curva simple cerrada C. Así,/(z) es analítica en TZ. 

Solución 

Si <j> c f(z) dz = 0 independientemente de C, de acuerdo con el problema 4.17 se concluye que F(z) = Jj f(z) dz es 
independiente de la trayectoria que une ay z, siempre que esta trayectoria esté en TZ. 

Entonces, al razonar de manera idéntica a como se razonó en el problema 4.18, se resulta que F(z) es analítica 
en TZ y que F'(z) = f(z). Sin embargo, en el problema 5.2 se vio que si F'{z) es analítica, F(z) también lo es. Por 
tanto,/(z) es analítica en TZ. 


Desigualdad de Cauchy 

5.8. Sea/(j;) analítica sobre y en el interior de una circunferencia C de radio /; con centro z — a. Demuestre la 
desigualdad de Cauchy 

\f (n \a)\< AÍ -^ n = 0,1, 2, 3,... 


donde M es una constante tal que |/(z) | < M. 


Solución 


De acuerdo con las fórmulas integrales de Cauchy, se tiene 


r\a) = — o 

2 777 


m 


(Z - ay 


,n +1 


dz n = 0,1,2, 3,... 


Entonces, por el problema 4.3, como |z — a\ = r en C y la longitud de C es lirr, 

ñz) 


\rm = — 

27 T 


(z - a) n+1 


dz 


n\ M M ■ n\ 

< - --T • 277?" = - 

277 7 ,I + I r n 


Teorema de Liouville 

5.9. Demuestre el teorema de Liouville: Suponga que para toda z en la totalidad del plano complejo, ¿)/(z) es 
analítica y ii)f(z ) es acotada [es decir, puede hallarse una constante M tal que |/(z)| < M], Entonces/(z) 
debe ser una constante. 


Solución 


Sean ay b dos puntos en el plano z. Suponga que C es una circunferencia 
de radio r y centro en a , que encierra al punto b (vea la figura 5-5). 

De acuerdo con la fórmula integral de Cauchy, se tiene 


f(b) -fia) 


1 

27 TÍ 


o 


ñz) 

Z— b 


dz - 


c 


1 

277/ 



dz 


c 


b — a ‘ f(z) dz 

277/ , (z — b)(z — a) 
c 


Y ahora se tiene 



\z — aj| ’«= r, \z — b\ = \z — a + a — b\ > |z — a\ — \a — b\ = r — \a — b\ > r/2 
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CAPÍTULO 5 Fórmulas integrales de Cauchy y teoremas relacionados 


si se elige r lo bastante grande para que \a — b\ < r¡ 2. Entonces, como |/(z)| < Ai y la longitud de C es lirr, se 
tiene, de acuerdo con el problema 4.3, 


\m -m\ = 


\b — a\ 


2tt 


f(z) dz 


(z - b)(z - a) 


| b — a\M(2nr) 2\b — a\M 
2n{r/2)r r 


Con r — > oo se ve que \f(b) — f(á)\ = O o que f(b) = f(á), lo que muestra que/(z) debe ser una constante. 

Otro método. En el problema 5.8, con n = 1 y al sustituir a por z se tiene 

l/'(z)l < M/r 

Con r —> oo se deduce que \f\z)\ = O y, por tanto,/'(z) = 0. De manera que/(z) = constante, como se deseaba. 


Teorema fundamental del álgebra 

5.10. Demuestre el teorema fundamental del álgebra : Toda ecuación polinomial P(z) — üq + a\Z + a 2 z? + ■•• + 
a n zf — 0, donde el grado « > I y a„ 7^ 0, tiene por lo menos una raíz. 

Solución 

Si P(z) = 0 no tiene raíz, entonces/(z) = 1 /P{z) es analítica para todo z. Asimismo, |/(z)| = l/|P(z)| está acotada 
(y en realidad tiende a cero) cuando |z| —> oo. 

Así, de acuerdo con el teorema de Liouville (problema 5.9), se concluye que f(z) y por ende P(z) deben ser 
constantes. Esto genera una contradicción, por lo que se concluye que P(z) = 0 debe tener por lo menos una raíz 
o, como también suele decirse, P(z) debe tener por lo menos un cero. 

5.11. Demuestre que toda ecuación polinomial P(z) = flo + a¡z + a 2 z 2 + ■•■ + a„z n = 0, donde el grado n > 1 y 
a n ¥= 0, tiene exactamente n raíces. 

Solución 

De acuerdo con el teorema fundamental del álgebra (problema 5.10). P{z) tiene al menos una raíz. Esta raíz se 
denota a. Entonces, P(a ) = 0. Por tanto, 

P(z) — P(a) = «o + a\z + azz 1 H-h a n z" — (a 0 + ai a + a 2 a 2 H-h a n a n ) 

= afz - a) + a 2 (z 2 — a 2 ) H-h a„(z" - a") 

= (z- 0 í)Q(z) 

donde Q(z) es un polinomio de grado (n — 1). 

Al aplicar de nuevo el teorema fundamental del álgebra, se ve que Q(z) tiene por lo menos un cero, que se 
denota /3 [el cual puede ser igual a a], y entonces P(z) = (z — a)(z — (3)R(z ). Si se continúa de esta manera se verá 
que P(z) tiene exactamente n ceros. 


Teorema del valor medio de Gauss 

5.12. Sea f(z) analítica en el interior de una circunferencia C y sobre ella, con centro en a. Demuestre el teorema 
del valor medio de Gauss que sostiene que la media de los valores de/(z) sobre C es f{a). 

Solución 


De acuerdo con la fórmula integral de Cauchy, 


f(a) 


1 

2 ni 



c 


(1) 
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Si el radio de C es r, C tiene como ecuación \z — a\ = roz = a + re ld . Así, (1) se convierte en 


m = — 

2tti 


fia + re ie )ire ie 1 

- Te - d0 = ^r 

re w 2 tt 


f(a + re w )dd 


que es el resultado buscado. 


Teorema del módulo máximo 


5.13. Demuestre el teorema del módulo máximo : Suponga que /'(z) es analítica en el interior y sobre una curva 
simple cerrada C. Así, el valor máximo de |/(z)| se encuentra sobre C, a menos que/fz) sea una constante. 


Solución 


Método 1 

Como f(z) es analítica y por ende continua en el interior y sobre C, se 
sigue que |/(z)| tiene un valor máximo M al menos en un valor de z 
sobre o en el interior de C. Suponga que la función no toma este valor 
máximo sobre la frontera de C sino en un punto interior a , es decir, 
\f(a)\ = M. Sea Ci un círculo en el interior de C con centro en a (vea la 
figura 5-6). Si/(z) no es constante en el interior de Ci, entonces debe 
existir un punto en el interior de Cj, por ejemplo b, tal que \ f(b)\ < M, 
o, lo que es lo mismo, \f(b)\ = M — e, donde e > 0. 

Ahora, debido a la continuidad de |/(z)| en b, se ve que para toda 
e > 0 puede hallarse un 8 > 0 tal que 

\\fiz)\ - \f(b)\\ < siempre que ¡z - b\ < 8 (1) 

es decir, 

l/(z)l < \f(b)\ + l -e = M-e+'-e = M- 1 -e (2) 



para todos los puntos interiores de una circunferencia C 2 con centro en b y radio 8, como se muestra sombreada 
en la figura. 

Trácese un círculo C 3 , con centro en a y que pase por b (círculo punteado en la figura 5-6). En una parte de este 
círculo [a saber, en la parte PQ incluida en C 2 ] se tiene, de acuerdo con (2), |/(z)| < M — \e. En la parte restante 
del círculo se tiene |/(z)| < M. 

Si se toma 6 en sentido contrario a las manecillas del reloj desde OP y / POQ = a , se sigue, de acuerdo con 
el problema 5.12, que si r = |b — a |, 


Entonces, 


/(fl) = 2^ 


f(a + re ie )dd + — 
2 77 


f{a + re' e )d0 


\m\ < 


27 T 


\fia + re ,e )\d0 + 


27 T 


\fia + re ie )\de 


27 T 


M--e\d0 + 


27 T 


MdO 


a 

277 


1 


M 


M — - e 1 + -— (277 — a) 


277 


ae 

± M ~~r 
477 


es decir, |/(a)| = M < M — iae/Air), cosa que es imposible. Debido a esta contradicción, se concluye que |/(z)| no 
alcanza su máximo en ningún punto interior de C, por lo que debe tomar su máximo sobre C. 
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CAPÍTULO 5 Fórmulas integrales de Cauchy y teoremas relacionados 


Método 2 

De acuerdo con el problema 5.12, se tiene 


| f(a + re i9 )\dO 


(3) 


0 


Suponga que \f(a)\ es un máximo, de manera que \f(a + re' 9 ) |< |/(a)|. Si \f(a + re' 9 ) |< \f(a)\ para algún 
valor de d, entonces, debido a la continuidad de/, esto debe ser válido para un arco finito, por ejemplo, 6/ < 8 < 
0 2 - Pero, en ese caso, el valor medio de \f(a + re' 9 )\ es menor a |/(fl)|, lo que contradice a (3). Por tanto, se sigue 
que, en toda vecindad S de a , es decir, para |z — a\ < S,f(z) debe ser una constante. Si f(z) no es constante, el valor 
máximo de |/(z)| debe estar sobre C. 

En el problema 5.57 se presenta otro método. 

Teorema del módulo mínimo 

5.14. Demuestre el teorema del módulo mínimo: Sea f(z) analítica en el interior y sobre una curva simple cerrada 
C. Demuestre que, si f(z) ^ 0 en el interior de C, \f(z)\ debe tomar su valor mínimo sobre C. 


Solución 


Como f(z) es analítica en el interior y sobre C, por ende/(z) # 0 en el interior de C, entonces 1 /f(z) es analítica 
en el interior y sobre C. De acuerdo con el teorema del módulo máximo, se sigue que l/|/(z)| no puede tomar su 
valor máximo en el interior de C, y por ende |/(z)| no puede tomar su valor mínimo en el interior de C. Entonces, 
como |/(z)| tiene un mínimo, este mínimo debe alcanzarse en C. 

5.15. Dé un ejemplo que muestre que si f(z) es analítica en el interior y sobre una curva simple cerrada C, y si/íz) = 0 
en algún punto en el interior de C, entonces ¡/(z)| no necesariamente toma su valor mínimo sobre C. 


Solución 


Para |z| < 1, sea f(z) = z, de manera que C es un círculo con centro en el origen y radio 1. En z = 0 se tiene/(z) = 0. 
Si z = re' 9 , entonces |/(z)| = r y es claro que el valor mínimo de |/(z)| no está sobre C, sino en su interior, donde 
r = 0 , es decir, en z = 0 . 

Teorema del argumento 

5 . 16 . Sea f(z) analítica en el interior y sobre una curva simple cerrada C, salvo en un polo z — ol de orden 
(multiplicidad) p en el interior de C. Suponga que en el interior de C,/(z) tiene únicamente un cero z = ¡3 de 
orden (multiplicidad) n y ningún cero sobre C. Compruebe que 



c 


Solución 

Sean C¡ y 1/ circunferencias en el interior de C que no se superponen y que encierran a : = a y a z = /j, respec¬ 
tivamente. [Vea la figura 5-7.] Así, 



(1) 


Como/(z) es un polo de orden p en z = a, se tiene 



(2) 
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Problemas resueltos 


donde F(z) es analítica y diferente de cero en el interior y sobre C¡. Así, se toman logaritmos en (2), se diferencia 
y se encuentra que 


f'(z) F'(z) p 

/(z) F(z) Z- a 


de manera que 


2 ni 


c i 


/'(z) 1 

f(z) Z 27 Ti 


F'(z) p 

- dz - 

F{z) 2 ttí 


dz 

z — a. 


= 0 -p = -p 


c. 


(4) 


Como f(z) tiene un cero de orden n en z = /3, se tiene 

ñz) = (z - P) n G(z) 


(5) 


donde G(z) es analítica y diferente de cero en el interior y sobre I ,. 
Y mediante diferenciación logarítmica se tiene 

/'(z) n G\z) 

ñz) z — p G(z) 

de manera que 


1 

2777 


/'(z) , n 

- dz =-() 

ñz) 2777 w 


dz 1 


Ti r, 

Así, de (1), (4) y (7) se obtiene el resultado buscado 


Z — [3 2777 


G'(z) 


G(z) 


dz = n 


1 

27 TÍ 


/'(z) , 1 , 

- dz = -O 

ñz) 2777 , 

C i 


, 1 A 

-H-() 

/(z) 27ri J 
r, 


/(z) 

ñz) 


dz = n — p 




( 6 ) 


(7) 


5.17. Sea f(z) analítica en el interior y sobre una curva simple cerrada C excepto por un mínimo finito de polos en 
el interior de C. Suponga que/(z) # 0 en C. Si N y P son, respectivamente, el número de ceros y el número 
de polos de f(z) en el interior de C, contando las multiplicidades, demuestre que 


Solución 


i 

27 TÍ 


[ f(z) 
ñz) 


o 


dz = N — P 


Sean oq, ot 2 , ... , ot. y ¡3f3 2 , ■■■ , ¡3 k los respectivos polos y ceros de f(z) en el interior de C [figura 5-8], y suponga 
que sus multiplicidades son p x , p 2 , ... , p¡ y n h n 2 , ... , n k . 
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CAPÍTULO 5 Fórmulas integrales de Cauchy y teoremas relacionados 


Encierre todos los polos y todos los ceros en las circunferencias Ci, C 2 , ... , C¡ y I\, T 2 , 
superponen. Esto siempre es posible porque los polos y los ceros son aislados. 

Así se tiene, con los resultados del problema 5.16, 


1 

2777 


f(z) Z 2777 J ¡(i) ^ ^ 2777 

r, 


c. 


Az) 

ñz) 


dz 


r—l t= 1 


, r h que no se 


= N — P 


Teorema de Rouché 


5.18. Pruebe el teorema de Rouché : Suponga que/(z) y g(z) son analíticas en el interior y sobre una curva simple 
cerrada C y suponga que |g(z)| < \f(z)\ sobre C. Entonces,/(z) + g(z) y f(z) tienen el mismo número de 
ceros en el interior de C. 


Solución 


Sea F(z) = g(z)/f(z), de manera que g(z) = f(z)F(z) o, para simplificar, g = fF. De este modo, si N\ y N 2 son, 
respectivamente, el número de ceros de/+ g y de/en el interior de C, de acuerdo con el problema 5.17, se tiene, 
al aprovechar que estas funciones no tienen polos en el interior de C, 


Ni = 


2777 


f' + g' 
f + g 


dz. 


N 2 = 


1 

2 TÚ 


dz 


Entonces, 


N\ — N 2 — --; O 

2777 


f+f'F+fF' 


1 

27 TÍ 

1 

2777 


f+fF 


r f' 

f l+F 


, 1 f f , 1 , 

dz — -—: O — dz = -—; C) 

/ 2777 


dz - 


2777 

1 

2777 


f\l+F)+fF' 
/(I +F) 


f' 

dz — -— o — dz 

2777 


/' 1 
7' /: ' 2777 


l + F 


dz 


F\ 1 - F + F 2 


■f 3 + - 


■)dz = 0 


al aprovechar, como se da, que |F| < 1 sobre C, de manera que esta serie es uniformemente convergente sobre C 
y la integración término por término da el valor cero. Por tanto, N\ = N 2 , como se deseaba. 

5.19. Con el teorema de Rouché (problema 5.18) demuestre que todo polinomio de grado n tiene exactamente n 
ceros (teorema fundamental del álgebra). 

Solución 

Suponga que el polinomio es a 0 + a \Z + a 2 z 2 + ■ ■ ■ + a„z n , donde a n ¥= 0. Elija f(z) = a n z " y g(z) = «o + a iz + 
o 2 z" + " • + a n _i¿ 1 ’. 

Si C es una circunferencia con centro en el origen y radio r > 1, entonces sobre C se tiene 
g(z) _ |flp + QiZ + a 2 Z 2 ~\ -h a„-iZ n ~ l 1 < [flol + \a\\r+ \a 2 \r 2 H-1- Ir” -1 

f(z) I a„z n \ ~ \a n \r n 

< \ao\r n 1 + |í7i|/ j ' 1 + \a 2 \r n 1 + ■ ■ ■ + |a„_i ¡7'" 1 _ |<Jol + l Q i I + \ a i\ + ■ ■ ■ + I 
I a„\r n \a n \r 

Así, al elegir r lo bastante grande, puede hacerse que \g(z)/f(z)\ < Desdecir, |g(z)| < |/(z)|. Por tanto, de acuerdo 
con el teorema de Rouché, el polinomio/(z) + g(z) tiene el mismo número de ceros que/(z) = o„z". Pero como esta 
última función tiene n ceros, todos en z = 0,/(z) + g(z) también tiene n ceros, con lo que se termina la prueba. 
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Problemas resueltos 


5.20. Demuestre que todas las raíces de z! — 5z 3 4 12 = 0 se encuentran entre las circunferencias |z| = 1 y z = 2. 

Solución 

Considere la circunferencia Q: |z| = 1. Sea f(z) = 12, g(z) = z 1 — 5z 3 . Sobre C¡ se tiene 

\g(z)\ = |z 7 - 5z 3 | < |z 7 | + |5z 3 | < 6 < 12 = |/(z)| 

Por tanto, de acuerdo con el teorema de Rouché,/(z) + g(z) = z 1 — 5z 3 + 12 tiene el mismo número de ceros en 
el interior de \z\ = 1 que/(z) = 12, es decir, en el interior de C¡ no hay ningún cero. 

Considere el círculo C 2 : |z| = 2. Sea/(z) = z 7 , g(z) = 12 — 5z 3 . Sobre C 2 se tiene 

|g(z)| = |12 - 5z 3 | < |12| + |5z 3 | < 60 < 2 7 = |/(z)| 

Por tanto, de acuerdo con el teorema de Rouché,/(z) + g(z) = z 7 — 5z 3 + 12 tiene el mismo número de ceros en 
el interior de |z| = 2 que f(z) = z 7 , es decir, todos los ceros están en el interior de C 2 . 

Por tanto, todos los ceros están en el interior de jz| = 2 pero en el exterior de |z| = 1, como se deseaba. 


Fórmulas integrales de Poisson para un círculo 

5.21. a) Sea/(z) analítica en el interior y sobre un círculo C definido por |z| = R, y sea z = re' H un punto en el 
interior de C (vea la figura 5-9). Demuestre que 


f(re w ) 


2 IT 


277 J R 2 

o 


R ¿ - r ¿ 


2Rrcos(0 — 4>) + r 2 


f (Repelí!) 


b) Sean u(r, 9) y v(r, 9) las partes real e imaginaria d ef(re w ). Demuestre que 

2tt 


u(r, 8) = zr~ 
2tt 


0 

2tt 


v(r, 9) = 


277 


(R~ — r ¿ ) u(R , 4>) dé 
R 1 — 2Rrcos(6 — 4>) + r 1 

(R 2 — r 2 ) v(R, 4>)dcj) 
R 2 — 2Rrcos(9 — cf>) + r 2 


Estos resultados se conocen como fórmulas integrales de Poisson para el círculo. 

Solución 


a) Como z = re' 8 es un punto cualquiera en el interior de C, de acuerdo con la fór¬ 
mula integral de Cauchy se tiene 


/(z) =f(re w ) = 


1 

2iri 


/( w) 

w — z 


dw 


Por tanto, de acuerdo con el teorema de Cauchy, 


0 = 


1 

27 TÍ 


f(w) 
w — R 2 /z 


dw 
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Si se resta (2) de (1), se encuentra 


/(z) = <(> 

2777 


277 i ^ 


1 


1 


w — z w — R 2 /z 


f(w)dw 


z - R 2 /z 


(w — z)(w — R 2 /z ) 


— f(w)dw 


Ahora, sean z = re' e y w = Re" 1 ’. Entonces, como z= re lB , de (3) se obtiene 


ñre‘ e ) = 


2 ni 


1 

277 


0 
277 


{re iB -(R 2 /r)e ie }f(Re^)iRe^d(f) _ 1 
{Re l 't > — re' e }{Re"f’ — (R 2 /r)e ,B } 2n 


(r 2 - R^e^+^fiRe^díf) 
(Re"f > — re' e ){re — Re lB ) 


(R 2 -r 2 )f(Re i4, )d<j, 


1 


{R ¿ - r 2 )f(Re‘ 


o 


R 2 — 2Rrcos(6 — <f>) + r 2 


(Re"f’ — re ,9 )(Re — re ,e ) 2tt , 

o 

b ) Como f(re ,e ) = u(r, 6) + iv(r, 0) y f(Re'^) = u(R, <fi) + iv{R, <p), de acuerdo con el inciso a) se tiene 

277 

1 ( R 2 — r 2 ){u(R, (f>) + iv(R, (f>)} d(¡) 


u(r, 9) + iv(r , 9) = — 

ATT 


1 

2tt 


o 

277 


R 2 — 2Rrcos(d — 4>) + r 2 


(R 2 — r 1 )u(R, (f))dct> i 
R 2 — 2Rrcos(6 — (f>) + r 2 + 2n 


(R 2 -r 2 )v(R, <t>)d<f> 

R 2 — 2 Rr eos (6 — (j>) + r 2 


(3) 


Se igualan las partes reales y las imaginarias para llegar al resultado buscado. 

Fórmulas integrales de Poisson para un semiplano 

5.22. Deduzca las fórmulas de Poisson para el semiplano [vea la página 146]. 

Solución 

Sea C la frontera de un semicírculo de radio R [vea la figura 5-10] que contenga a ¿¡ como punto interior. Como C 
encierra a ¿¡ pero no a £, de acuerdo con la fórmula integral de Cauchy se tiene 


1 


2 TÚ 


f(z) 


1 


/(£) = „ .o r dz, 0 = —o 


Entonces, mediante resta, 


ñ£) = ^-.of{z) 

2 ni 


Con ¿¡ = £ + ir], g = £ — ir], esto se escribe 


z-í 


1 1 


2 ni 


ñz) 

- =c 

z-e 


z — í z — £. 


dz = -—; cp 

2777 


(£-£)ñz)dz 

(z-CXz-C) 


/(£) = ~ 
77 


T]f(x)dx + 


(x - f ) + TJ 2 77 


Vftz) dz 
(z-£Xz-£) 
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donde T es el arco semicircular de C. Cuando R 
se tiene 


m 


oo, esta última integral tiende a cero [vea el problema 5.76] y 


00 


1 ‘ 
7 T 

—00 


Vfjx)dx 
(x - |) 2 + rj 2 


Se escribe /(£) =/(£ + irj) = u(f, r ¡) + iv(¿¡, r¡), f(x) = u(x, 0) + iv(x, 0), y se obtiene, como se deseaba, 


w(£ i?) = - 

77 


r¡u(x, O )dx 
(x - £) 2 + 17 2 ’ 


v(£, i?) = - 


r\v(x, O )dx 

(x-d 2 + V 2 




Figura 5-11 


Problemas diversos 


5.23. Sea/(z) analítica en una región 7 Z limitada por dos circunferencias concéntricas C¡ y C 2 , y sobre su frontera 
[figura 5-11]. Demuestre que, si z 0 es un punto en Ti, entonces 


fizo) = 

2 TU 


c 1 


[ fiz) , 1 i fiz) , 

- dz — -—; o- dz 

z - Zo 2m Z - Zo 


c 2 


Solución 

Método 1. Trace un corte transversal £7/que una las circunferencias C 1 y C 2 . Hntonccs/(-) es analítica en la región 
limitada por EFGEHKJHE. Por tanto, de acuerdo con la fórmula integral de Cauchy, 


fizo) = 


1 

2ttí 

1 

2 m 


fiz) 

z-zo 


dz 


EFGEHKJHE 


fiz) , ^ 1 

- dz + — 

Z — Zo 2m 


fiz) , , 1 
- dz + — 

Z — Zo 2m 


fiz) , , 1 

- dz + — 

Z — Zo 2m 


fiz) 

z-zo 


dz 


1 

2 vi 


= — o 


C 1 


fiz) , 1 í 

- dz- — O- 

z — zo 277/ : 

c 2 


EH 

fiz) 


dz 


■ zo 


pues las integrales a lo largo de EH y HE se anulan. 

Hay fórmulas similares para las derivadas de/(z). 

Método 2. A este resultado también se llega a partir de la ecuación (3) del problema 5.6 si se sustituyen las curvas 
simples cerradas y C '2 por las circunferencias de la figura 5-11. 

5.24. Demuestre que, para n — 1, 2, 3, ..., 


27 T 

eos 2 ' 1 0d6 = 
o 


1 ■ 3 ■ 5 ■ ■ ■ (2n — 1) 
2 ■ 4 ■ 6 ■ ■ ■ (2 n) 
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CAPÍTULO 5 Fórmulas integrales de Cauchy y teoremas relacionados 


Solución 

Sea z = e' B . Entonces, dz = ie ,e cid = iz dO o d6 = dz/iz y eos 0 = ¿(e' e + e~ ,e ) = j(z + 1/z). Por tanto, si 
C es la circunferencia unitaria |z| = 1, se tiene 


eos 2 '' 6 dO = ( 

) 

'ib+i-V 



l 2 V -) 1 


o c 



= —z — ■ 2ttí 

2 2,1 i 


1 

2Z" 



27 T 


i (2#i)! 2 _ _ (2n)(2n - 1)(2 n - 2) ■ ■ ■ (n)(n - 1) ■ ■ ■ 1 ^ 
2 2n n\n\ 2 2n n\n\ 


1 • 3 • 5 ■ • • (2 n - 1) 
2 ■ 4 ■ 6 ■ • ■ 2 n 


2iT 


5.25. Suponga que/(z) = u(x, y ) + iv(x, y) es analítica en una región 7 Z. Demuestre que u y v son armónicas en TZ. 

Solución 

En el problema 3.6 se probó que u y v son armónicas en TZ, es decir, que satisfacen la ecuación (cTcfr/dx 2 ) + 
(d 2 <f>/dy 2 ) = 0, en el supuesto de la existencia de las segundas derivadas parciales de u y de v, es decir, de la exis¬ 
tencia de/"(z). 

Este supuesto ya no es necesario, pues en el problema 5.4 se demostró que si/(z) es analítica en TZ, entonces 
todas las derivadas de/(z) existen. 

5.26. Demuestre el teorema de Schwartz■ Sea f(z) analítica en ¡z| < R con /(O) = 0 y |/(z)| < M. Entonces, 


1/001 < 


M\z\ 

R 


Solución 


La función f(z)/z es analítica en |z < R. Por tanto, en z| = R, se tiene, de acuerdo con el teorema del módulo 
máximo, 


m 

z 


M 

< — 

~ R 


Sin embargo, como esta desigualdad también debe ser válida para los puntos interiores de |z| = R, para jz| < R se 
tiene |/(z)| < M\z\/R, como se deseaba. 


5.27. Sea 


/(-*) = 


x 2 sen(l /x) 

0 


x i= 0 

jc = 0 


donde x es real. Muestre que la función /íx) a) tiene una primera derivada en todos los valores de x para los 
que 0 < x < 1, pero b ) no tiene una segunda derivada en 0 < x < 1. c) Concibe estas conclusiones con el 
resultado del problema 5.4. 
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Problemas resueltos 


Solución 

a) El único lugar donde puede cuestionarse la existencia de la primera derivada es x = 0. Pero en x = 0 la deri¬ 
vada es 

lím /( ° + y- /(0) = iím ( ^ )2sen A (1/ ^-° = Km Axsen(l/Ax) = 0 
AjmO Ax Ai-í-o A.r A.v^o 


y, por ende, existe. 

En todos los demás valores de x en 0 < x < 1 se da la derivada (con reglas elementales de diferenciación) 
mediante 


x 2 cos(l/x){— 1 /x 2 } + (2x) sen(l/x) = 2x sen(l/x) — cos(l/x) 


b ) De acuerdo con el inciso a), se tiene 



2x sen( 1 /x) — cos( 1 /x) 
0 


x =A 0 
x = 0 


Para toda x tal que 0 < x < 1 existe la segunda derivada. En x = 0, la segunda derivada se da por 


/'(O + Ax) -/'(O) 2Ax sen(l/Ax) - cos(l/Ax) - 0 

lim ---= lim ---- 

Ax Ax-s-o A.x 

= lím {2 sen(l/Ax) — (1/Ar) cos(l/Ax)¡ 

Aa—.O 


el cual no existe. 

Resulta que la segunda derivada de/(x) no existe en 0 < x < 1. 

c) De acuerdo con el problema 5.4, si f{z) es analítica en una región 1Z, todas las derivadas superiores existen y 
son analíticas en 1Z. El resultado anterior no se contrapone a este resultado, pues la función/(j) = ; 2 sen(l/z) 
no es analítica en ninguna región que incluya a z = 0. 


5.28. a) Sea F(z ) analítica en el interior y sobre una curva simple cerrada, salvo en un polo de orden m en z~u en 
el interior de C. Demuestre que 


-—: () F(z) dz = lím — 
2m J z->a (m 

c 


d m ~ ] 

Jy.dz '”^ 1 


{(z - a) m F(z)} 


b ) ¿Cómo habría que modificar la fórmula obtenida en el inciso a) si en el interior de C hubiera más de un 
polo? 

Solución 


a) 


Si F(z) tiene un polo de orden m en z = a, entonces F(z) =f(z)/(z — a)" 1 , donde/(z) es analítica en el interior 
de C y sobre ella, y f{a) 0. Así, de acuerdo con la fórmula integral de Cauchy, 


27 tí 


c) F(z) dz = 


2777 


/ fe) 

(z - a y 


dz = 




= lím- 


1 


( m — 1)! z -*a (m — 1)! dt 


d m-\ 

! (z- 


a) m F(z)} 


b ) Suponga que en el interior de C existen dos polos en z = ai y z = a 2 , de órdenes m\ y m 2 , respectivamente. 
Sean r[ y T 2 círculos en el interior de C con radios e¡ y e 2 , y centros en y a 2 , respectivamente (vea la figura 
5-12). Así, 


2 ni 


1 


27ri 


c) F(z) dz = () F(z) dz + () F{z) dz 


2 ni 


c 


r. 


r 2 


( 1 ) 
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Figura 5-12 


Si F(z) tiene un polo de orden enz = a l , entonces 

Mz) 


F(z ) = ■ 


(z-a i)'" 1 

Si F(z) tiene un polo de orden m 2 en; = a 2 , entonces 

Mz) 


donde Mz) es analítica y M a \) ¥= 0 


F(z) = ■ 


(z-a 2 r 

Por tanto, de acuerdo con (1) y con el inciso a) 


, donde f 2 (z) es analítica y f 2 (a 2 ) 0 


1 


2 777 


1 


--; C) F(z) dz = -—; () 


2 ttí 


Mz) , , i . 

- dz, — l - -C) 

( z - fl ,)"' 1 2777 T 


Mz) 


-dz 


r, 


= lím 


1 


d m '~ 1 


z-^a x (mi — 1)! dz m ' — 1 

1 d m --\ 

+ lím 


z-+a 2 ( m 2 — 1)! dz 1 ” 1 — 1 


(Z - a 2 r- 
r 2 

Kz-ai) mi F(z)} 

{(z - a 2 ) mi F(z)} 


Si los límites de la derecha se denotan /í¡ y R 2 , se escribe 

o F(z)dz = 2 ttí(R\ + R 2 ) 
c 


donde R¡ y se conocen como los residuos de F(z) en los polos z = a l y z = a 2 . 

En general, si F(z) tiene varios polos en el interior de C cuyos residuos son /^¡, R 2 ,..., entonces 
§ c F(z)dz = 27 ri veces la suma de los residuos. Esto se conoce como teorema del residuo. En el capítulo 7 se 
verán aplicaciones de este teorema y generalizaciones a otras singularidades distintas de los polos. 


5.29. Evalúe o 

c 


e z 

-^ dz, donde C es la circunferencia 

(Z 2 + TJ 2 ) 2 


|z| 


= 4. 


Solución 

Los polos de-- 

(Z 2 + TI 2 ) 2 


---- están en - = + 77 / en el interior de C y ambos son de orden dos. 

(z - 7 tí) 2 (z + trif 


El residuo en: = 7 tí es lím — — 
7—> 7 n 1! dz 


(z - 7 ri)- 


(z — TTÍ)~(z + 7ri)“ 


7T+ i 

47 T 3 


El residuo en:= — 7 tí es lím —— 

Z->-TTÍ 1 ! dZ 


(z + 7 Ti) 2 


(Z ~ 7 TÍ) 2 (Z + TTÍ) 2 


7 T — í 
477 3 


Entonces, 


(Z 2 + 7T 2 ) 2 


dz = 2777 (suma de los residuos) = 2m 


77 + 7 77 — A 

477 3 477 3 / 


í 

77 
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Problemas complementarios 


PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


Fórmulas integrales de Cauchy 


5.30. Evalúe - 


1 


2 ni 

5.31. Evalúen 


dz si C es: a) la circunferencia |z| = 3, b ) la circunferencia |z| = 1. 


Z+ n¡2 


z-2 

dz si C es la circunferencia |z| = 5. 


c 

sen 3z 


5.32. Evalúe c) 


<,3z 


z — ni 


— dz si C es: a) la circunferencia |z — 1 1 = 4, b) la elipse \z — 2\ + |z + 2| = 6. 


5.33. Evalúe 


2 ni 


5.34. Muestre que 


eos n2 
z 2 — 1 


2 ni 


dz alrededor de un rectángulo con vértices en: a) 2 + i, —2 ± i; b ) —i, 2 — i, 2 + i, i. 


dz = sen t si t > 0 y C es la circunferencia |z| = 3. 


z 2 + 1 


5.35. Evalúe o — r dz , donde C es la circunferencia |z| = 2. 


5.36. Suponga que C es una curva simple cerrada que encierra a z = a y que/(z) es analítica en el interior y sobre C. 


3! 

Demuestre que f"\a) =-(b 

2 ni 


f(z) dz 
(z - a) 4 


5.37. Demuestre las fórmulas integrales de Cauchy para todos los valores enteros positivos de n. [Sugerencia: Use 
inducción matemática.] 


5.38. Sea C la circunferencia |z| = 1. Encuentre el valor de a) o 


sen 6 z 
z — n/6 


dz, b) o 


sen 6 z 
(z - 77 / 6 ) 


dz. 


5.39. Evalúe-cp 

2 ni 


(z 2 + 1)' 


■dz si t > 0 y C es la circunferencia |z| = 3. 


5.40. Verifique las fórmulas integrales de Cauchy para la región múltiplemente conexa de la figura 4-26, página 140. 


Teorema de Morera 

5.41. a) Determine si G(z) = // d£/£ es independiente de la trayectoria que une a 1 yz. 
b) Analice la relación entre su respuesta al inciso a) y el teorema de Morera. 

5.42. ¿Es aplicable el teorema de Morera en el caso de una región múltiplemente conexa? Justifique su respuesta. 

5.43. a) Suponga que P(x, y) y Q(x, y) son funciones armónicas conjugadas y que C es una curva simple cerrada. 

Demuestre que § c Pdx + Qdy = 0. 

b) Suponga que para toda curva simple C cerrada en una región 7 Z, § c P dx + Q dy = 0. ¿Es verdad que P y Q son 
funciones armónicas conjugadas, es decir, que el recíproco del inciso a) es verdad? Justifique su conclusión. 


Desigualdad de Cauchy 

5.44. a) Con la desigualdad de Cauchy obtenga estimaciones de las derivadas de sen z en z = 0 y b) determine el error 

en estas estimaciones. 

5.45. a ) Muestre que si/(z) = 1/(1 — z), entonces f^ n \z) = »!/(l — z)” +1 . 

b) Con el inciso a) muestre que la desigualdad de Cauchy es la “mejor posible”, es decir, la estimación del creci¬ 
miento de la H-ésima derivada no puede mejorarse para todas las funciones. 
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CAPÍTULO 5 Fórmulas integrales de Cauchy y teoremas relacionados 



5.46. Demuestre que en la desigualdad de Cauchy (5.3), página 145, la igualdad se da en el caso en el que n = m si y 
sólo si/(z) = kM(z — a) m /r m , donde \k\ = 1. 

5.47. En la función f(z) = e~ l ^ analice la desigualdad de Cauchy en la vecindad de z = 0. 

Teorema de Liouville 

5.48. La función de una variable real que se defina mediante f{x) = sen x es a) analítica en todas partes y b ) acotada, 
es decir, |sen x\ < 1 para toda x, pero sin duda no es una constante. ¿Contradice esto el teorema de Liouville? 
Explique. 

5.49. Suponga que a > 0 y b > 0 son constantes y que una función no constante F(z) es tal que F(z + a) = F(z) y que 
F(z + bi ) = F(z). Demuestre que F(z) no puede ser analítica en el rectángulo 0 < x < a, 0 < y < b. 

Teorema fundamental del álgebra 

5.50. a) Dé los detalles de la prueba del teorema fundamental del álgebra para mostrar que en especial la función 
f(z) = z 4 — z 2 — 2z + 2 tiene exactamente cuatro ceros, b) Determine los ceros de/(z). 

5.51. Determine todas la raíces de las ecuaciones: a ) z 3 — 3z + 4¿ = 0, b) z 4 — z 2 + 1 = 0. 


Teorema del valor medio de Gauss 

277 


5.52. 

5.53. 

5.54. 

5.55. 


Evalúe — 

27 T 


sen 2 (7r/6 + 2d B )dO. 


o 

Muestre que el valor medio de una función armónica sobre una circunferencia es igual al valor de la función en 
el centro. 

Encuentre el valor medio de x 2 — y 2 + 2y sobre la circunferencia \z — 5 + 2¿| = 3. 

Demuestre que J^lnsen OdO = — 7rln2. [Sugerencia: Considere/(z) = ln(l + z).] 


Teorema del módulo máximo 

5.56. Encuentre el máximo de |/(z)| en |z| < 1 para las funciones/(z) dadas por: a) z 2 — 3z + 2, b) z 4 + z 2 + 1, 
c) eos 3z, d) (2z + l)/(2z — 1) 

5.57. a) Sea/(z) analítica en el interior de una curva simple cerrada C y sobre ella, que encierra a z = a, y demuestre 

que 


5.58. 

5.59. 

5.60. 


{/(«)}"= —o 

2m 


z — a 


dz n = 0, 1,2,... 


tí) Con el inciso a) verifique que \f(a)\" < M n /2nD, donde D es la distancia mínima de a a la curva C y M es el 
valor máximo de |/(z)| sobre C. 

c) Tome la raíz n-ésima en ambos lados de la desigualdad del inciso b ) y, con n —> oo, demuestre el teorema del 
módulo máximo. 

Sea U(x, y) armónica en el interior y sobre una curva simple C cerrada. Demuestre que la función U(x, y) alcanza 
sobre C los valores a) máximo y b ) mínimo. ¿Existen otras restricciones para U(x, v)? 

Sea C la circunferencia |z| = 1. Verifique el problema 5.58 con las funciones a) xr — y 2 y tí) jc 3 — 3xy 2 . 


¿Es válido el teorema del módulo máximo para regiones múltiplemente conexas? Justifique su respuesta. 
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Problemas complementarios 


Teorema del argumento 


/'fe) 


5.61. Sea f(z) = z 3 — 3 iz ¿ + 2z — I + i. Evalúe o — —dz, donde C encierra todos los ceros de/(z). 

/fe) 


5.62. Sea f(z) = 


(■z 2 + l ) 2 
(z 2 + 2z + 2) 3 


1 


2 ttí 


/'fe) 


. Evalúe —; () - í/z, donde C es la circunferencia |z| = 4. 


/fe) 


/'fe) 


5.63. Evalúe o - í/z si C es la circunferencia |z| = ir y a)/fe) = sen 7rz, b)f(z) = eos ttz, c)/(z) = tan 7rz. 

/fe) 


5.64. Sea /fe) = z 4 — 2z 3 + z 2 — 12z + 20 y Cía circunferencia |z| = 5. Evalúe o 


z/'fe) 

/fe) 


í/z- 


Teorema de Rouché 

5.65. Si a > e, demuestre que az" = e z tiene n raíces en el interior de |z| = 1. 

5.66. Demuestre que ze z = a, donde a^Oes real y tiene una cantidad infinita de raíces. 

5.67. Demuestre que tan z = az, a > 0 tiene a) una cantidad infinita de raíces, b ) sólo dos raíces imaginarias puras si 
0 < a < 1, c) todas sus raíces reales si a > 1. 

5.68. Demuestre que z tan z = a, a > 0 tiene una cantidad infinita de raíces, pero no raíces imaginarias. 


Fórmula integral de Poisson para la circunferencia 


5.69. Muestre que 


R 1 


R 2 — 2 Rr eos (0 — (f>) + r 2 


d<f> = 27 T 


a) con, b) sin la fórmula integral de Poisson para la circunferencia. 
5.70. Muestre que 


a) 


e cos ^ cos(sen ^>) 2 t t cos0 

-— -——— d<f) = — e cos(sen 9), b) 

5 — 4 eos (6 — q>) 3 


^senísen^) 2^^, 
5 — 4 cos(0 — </) 3 


5.71. íí) Demuestre que la función 


U(r,9) = l tan-4^), 0 < r < 1, 0 < 0 

7r \ 1 — r ¿ ) 


< 277 


es armónica en el interior de la circunferencia |z| = 1. 


b) Muestre que lím U(r, 6) 

r—y\— 


1 0 < 9 < 77 

— 1 77 < 9 < 2tt 


c) ¿Puede deducir la expresión para U(r, 9) a partir de la fórmula integral de Poisson para el círculo? 

5.72. Suponga que /(z) es analítica en el interior y sobre la circunferencia C definida por |z| = R, y suponga que 
z = re ,e es un punto cualquiera en el interior de C. 


Muestre que 


f\re ie ) 


i 

277 


277 

' R(R 2 - r 2 )f(Re'^) sen (9- 0) 

. [R 2 -2Rrcos(9-(¡>) + r 2 ] 2 ^ 
0 


5.73. Verifique que las funciones u y v de las ecuaciones (5.7) y (5.8), página 146, satisfacen la ecuación de Laplace. 
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CAPÍTULO 5 Fórmulas integrales de Cauchy y teoremas relacionados 

Fórmulas integrales de Poisson para un semiplano 

5.74. Encuentre una función que sea armónica en el semiplano superior y >0 y que sobre el eje x tome los valores — 1 
si x < 0 y 1 si x > 0 . 


5.75. Repita el problema 5.74 si la función toma los valores —1 si jc < —1,0 si — 1 < jc < 1 y 1 si x > 1. 

5.76. Demuestre la afirmación del problema 5.22 de que la integral sobre T tiende a cero cuando R —* ce. 

5.77. Demuestre que, con las restricciones adecuadas a f{x). 


lím — 

i¡^0+ 7 T 


Vf(x) 


(x-zy+v 


;dx=m 


y mencione las restricciones. 

5.78. Verifique que las funciones u y o de las ecuaciones (5.10) y (5.11), página 146, satisfacen la ecuación de 
Laplace. 


Problemas diversos 

1 

5.79. Evalúe (5 z 2 _|_ 4 , donde C es el cuadrado con vértices en +2, +2 + 4¿. 

c 


5.80. Evalúe c) 


'-dz , donde C es la circunferencia |z| = 1 y t > 0. 


5.81. á) Muestre que c) 


dz 

z + 1 


= 27 ri si C es la circunferencia Id = 2. 


b) Con el inciso a) muestre que 


(x + 1 ) dx + ydy 
(x + l) 2 +y 2 


= 0 , 


(x + 1 )dy — ydx 
(x+ l) 2 +y 2 


= 27 T 


y verifique estos resultados directamente. 

5.82. Encuentre las funciones/(d) que sean analíticas en todas partes del plano complejo y que satisfagan las condiciones 
a)f(2 - i) = 4i y b) |/(z)| < e 2 para toda 

5.83. Sea f(z) analítica en el interior y sobre una curva simple cerrada C. Demuestre que 


a)f(a) = l 


e- ie f(a + e w )d0, b) 


r\g) 1 

ni 27 t 


e~ m0 f(a + e ,o )d0 


5.84. Demuestre que 8z 4 — 6z + 5 = 0 tiene una raíz en cada cuadrante. 

5.85. Muestre que a) J Q 27r e cos0 cos(sen 6)dQ = 0, b) e cos0 sen(sen ff)dd = 2 tt. 

5.86. Extienda el resultado del problema 5.23 de manera que se obtengan fórmulas para las derivadas def(z) en todo 
punto en TZ. 

5.87. Verifique que z 2 e^~ z = 1 tiene exactamente dos raíces en el interior de la circunferencia |d = 1. 

5.88. Suponga que t > 0 y que C es una curva simple cerrada que encierra a - = —1. Demuestre que 


1 

2iri 


ze - 


fe+l) J 


dz = \t - — )e 


5.89. Encuentre todas las funciones f(z) que sean analíticas en Id < 1 y que satisfagan las condiciones a)f(0) = 1 y b) 
\f(z)\ > 1 para |z| < 1 . 
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Problemas complementarios 


5.90. Sean f(z) y g(z) analíticas en el interior de una curva simple cerrada C y sobre ella, excepto que/(z) tiene ceros 
en a h a 2 ,..., a m y polos en b\, b 2 ,..., b n de órdenes (multiplicidades) p u p 2 ,...,p m y q h q 2 ,..., q n , respectivamente. 
Demuestre que 


2777 


7 «t = ±P*a¿ - ¿ qkg(b k ) 

’ ftz) ^ ^ 


5.91. Suponga que/(z) = üq¿ 1 + aqz" 1 + a 2 z!' 2 + + a n , donde a 0 ¥= 0, ai,..., a n son constantes complejas y C 

encierra todos los ceros de/(z). Evalúe 

z 2 f(z) 




zfXz .) , , 1 , 

- dz b) -O 

f(z) ' 2m T 


c c 

e interprete los resultados. 


m 


-dz 


5.92. Encuentre todas las funciones f(z) que sean analíticas en la región |z| < 1 y que sean tales que a ) /(O) = 3 y 
b) [/"(<:) | < 3 para todo z tal que |z| < 1- 

5.93. Demuestre que z 6 + 192 z + 640 = 0 tiene una raíz en el primer cuadrante, una raíz en el cuarto cuadrante, dos 
raíces en el segundo cuadrante y dos raíces en el tercer cuadrante. 

5.94. Demuestre que la función xy(x 2 — y 2 ) no puede tener un máximo o un mínimo absoluto en el interior de la 
circunferencia |z| = 1. 


5.95. a) Si una función es analítica en una región 1Z, ¿es acotada en 7 Z? b ) En vista de su respuesta al inciso a), ¿es 
necesario que en el teorema de Liouville/(z) sea acotada? 

5.96. Encuentre todas las funciones f(z) que sean analíticas en todas partes, tengan un cero de orden dos en z = 0, 
satisfagan la condición |/'(z)| < 6|z| para toda z y que sean tales que f(i ) = —2. 

5.97. Demuestre que todas las raíces de z 5 + z — 16/ = 0 están entre las circunferencias |z| = 1 y |z| = 2. 


5.98. Sea U armónica en el interior y sobre una curva simple cerrada C. Demuestre que 

dU 

(J) — ds = 0 
dn 


donde n es una unidad normal a C en el plano z y s es el parámetro longitud de arco. 

5.99. Un teorema de Cauchy establece que todas las raíces de la ecuación z n + fliz" -1 + a 2 z"~ 2 + ■■■ + a n = 0, donde 
ai,a 2 ,..., a„ son reales, están en el interior de la circunferencia |z| = 1 + m áx{a l , a 2 ,...,a„}, es decir, |z| = 1 más 
el máximo de los valores a¡, a 2 ,..., a n . Verifique este teorema para los casos especiales: 
a) z 3 — z 2 + z - 1=0, b) z 4 + z 2 + 1 = 0, c) z 4 - z 2 — 2z + 2 = 0, d) z 4 + 3 z 2 — 6z + 10 = 0. 

5.100. Demuestre el teorema de Cauchy del problema 5.99. 

5.101. Sea P(z) un polinomio. Si rn es un entero positivo y u> = demuestre que 

P(l) + P(co) + P^ 2 ) + ■ ■ ■ + P(af- 1 ) = 

m 


y dé una interpretación geométrica. 


5.102. ¿Es válido el resultado del problema 5.101 para toda función/(z)? Justifique su respuesta. 


5.103. Demuestre el teorema de Jensen: Suponga que/(z) es analítica en el interior y sobre una circunferencia |z| = R, 
excepto en los ceros ena^ a 2 ,..., a ln de multiplicidades pi,p 2 ,...,p m y en los polos bi,b 2 ,..., b n de multiplicidades 
qi,q 2 ,..., q n , respectivamente, y suponga que/(0) es finita y diferente de cero. Así, 
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ln \f(Re ie )\ d6 = ln |/(0)| + ln(^) - ¿ q k ln 


\b k \ 


[Sugerencia: Considere § c ln z{f(z)/f(z)} dz, donde C es el círculo |z| = R-] 
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CAPÍTULO 5 Fórmulas integrales de Cauchy y teoremas relacionados 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


5.30. 

a) e 2 , b) 0 

5.31. 

2 m 

5.32. 

d) —2ni, b) 0 

5.33. 

a) 0, b ) 

5.35. 

— 777 

5.38. 

a) ttí/ 32, b ) 21m'/16 

5.39. 

^(senf — t eos t) 

5.50. 

b) 1,1, -1 ±i 

5.51. 

a) i, \{—i + vT5), 


b) i(-l ± v/3¿), |(1 + V3¿) 

5.52. 

1/4 


5.54. 

17 



5.61. 

10 ni 



5.62. 

-2 



5.63. 

d) 14777, 

b ) 12 77 /, 

c) 2 ni 

5.64. 

477Í 



5.74. 

1 —(2/77) tan 1 (jy/jc) 

5.75. 

1-tan 

- 1 * 

-San- 


7 T 

V-7 + 1 

/ 77 

5.79. 

i 



5.80. 

—2TTÍÍ 2 



5.91. 

O 

a 

1 

b ) («i - 

2a 0 a 2 )/al 
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Capítulo 6 


Series infinitas, 
series de Taylor y series 
de Laurent 

6.1 Sucesiones de funciones 

Las ideas del capítulo 2, en las páginas 48 y 49, sobre sucesiones y series de constantes se amplían con facilidad a 
sucesiones y series de funciones. 

Sea U\(z), u 2 (z), ■.., u n {z), ..., que se denota en forma breve { ujz)}, una sucesión definida de funciones de z y 
unívoca en una región del plano z. El límite de u n (z) cuando n —*• oo se denota U(z) y se escribe lím„ _ >20 u n (z) — U(z), 
si dado un número positivo e puede hallarse un número N [que suele depender de e y de z\ tal que 

w„(z) — U(z) | < e para toda n> N 

Si es así, se dice que la sucesión converge o es convergente a U(z). 

Si una sucesión converge para todos los valores (o puntos) z en una región 1Z, se dice que 1Z es la región de con¬ 
vergencia de la sucesión. Si una sucesión no converge en algún valor (punto) z„ se dice que es divergente en z. 

Los teoremas sobre límites de la página 49 se extienden a sucesiones de funciones. 




6.2 Series de funciones 

A partir de la sucesión de funciones {m„(z)} se forma una nueva sucesión { S n (z .)}. que se define de la manera siguiente: 

S](z) = u\(z) 

S 2 {z) = u i (z) + k 2 (z) 


Sn(z) = Ui(z) + u 2 (z) H - H U n (z) 

donde S n (z), que se conoce como la n-ésima suma parcial, es la suma de los n primeros términos de la sucesión 

{« Áz)}. 

La sucesión .S'|(z), Sjiz), ... o { SJz )} se representa simbólicamente como 

00 

Hi(z) + u 2 (z) 4- = Yl U n (z) (6.1) 

n= 1 

y se llama serie infinita. Si lím,,^ S n (z) — S(z), se dice que la serie es convergente y que S(z) es su suma; si no es 
así, se dice que la serie es divergente. En ocasiones se escribe también u n (z) como u n (z) o ^ u lt para sim¬ 
plificar. 
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^ CAPÍTULO 6 Series infinitas, series de Taylor y series de Laurent 

Como ya se dijo, una condición necesaria para que una serie (6.1) converja es que u„(z) = 0, pero esta con¬ 

dición no es suficiente. Véase, por ejemplo, el problema 2.150, así como los problemas 6.67c), 6.67 d) y 6.11 la). 

Si una serie converge para todos los valores (puntos) z en una región TZ, se dice que 7 Z es la región de convergencia 
de esa serie. 


6.3 Convergencia absoluta 

Se dice que una serie u n(¿) converge absolutamente si converge la serie de sus valores absolutos, es decir, 

E,?=i \u„(z)\, converge. 

Si u n (z) converge, pero \ u n(z)\ no converge, se dice que i u n(¿) es condicionalmente conver¬ 

gente. 


6.4 Convergencia uniforme de sucesiones y de series 

En la definición de límite de una sucesión de funciones se indicó que, en general, el número N depende de e y del 
valor particular de z. Sin embargo, puede ocurrir que se encuentre un número N tal que \u„(z) — U(z)\ < e para toda 
n > N, donde ese mismo número N sirve para toda z. en una región 7 Z [es decir, N sólo depende de e y no del número 
(punto) j particular en la región]. En ese caso se dice que u„(z) converge uniformemente a U(z), o que es uniforme¬ 
mente convergente a U(z), para toda z en TZ. 

De manera similar, si en una región la sucesión de sumas parciales { S n (z )} converge uniformemente a S(z), se dice 
que, en esa región, la serie infinita en (6.1) converge uniformemente, o es uniformemente convergente, a S(z ). 

A R„(z) — u n+ i(z ) + u n+ 2 (z ) + ■ • • = S(z ) — S n (z) se le conoce como el resto después de n términos de la serie 
infinita en (6.1). Así, de manera equivalente, se afirma que la serie converge uniformemente a S(z) en 7 Z si, para todo 
e > 0, puede hallarse un número N tal que para toda z en 1Z, 

|-R„(z)l = |6'(z) - S„(z)\ < e para toda n > N 


6.5 Serie de potencias 

Una serie de la forma 

00 

a 0 + ai(z- a ) + a 2 (z - a) 2 -\ -= ^ a n (z - a) n (6.2) 

n =0 

se llama serie de potencias en z — a. Esta serie (6.2) en ocasiones se escribe, de manera abreviada, a„ (z — a) n . 

Es claro que la serie de potencias (6.2) converge para z = a, y éste puede ser el único punto en el que converja [véase 
el problema 6.13¿>)]. Pero, en general, esta serie converge también en otros puntos. En ese caso, puede mostrarse que 
existe un número positivo R tal que (6.2) converja para \z. — a\ < R y diverja para \z — a > R, y para \z — a\ — R 
pueda converger o pueda no converger. 

Geométricamente, si T es una circunferencia de radio R con centro en z = a, la serie (6.2) converge en todos los 
puntos interiores de T y diverge en todos los puntos exteriores de T, y sobre la circunferencia F puede converger o 
puede no converger. Se considera los casos especiales en los que R = 0 y R — oo, respectivamente, son los casos en los 
que (6.2) converge sólo en z = a o converge para todo valor (finito) de z. Debido a esta interpretación geométrica, R 
suele conocerse como radio de convergencia de ( 6 . 2 ), y el círculo correspondiente, como círculo de convergencia. 
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6.6 Algunos teoremas importantes 

A manera de referencia se presenta a continuación una lista de algunos de los teoremas más importantes relacionados 
con sucesiones y series. Muchos resultarán familiares por sus análogos para variables reales. 

A. Teoremas generales 


TEOREMA 6.1. Si una sucesión tiene un límite, este límite es único [es decir, no hay otro]. 

TEOREMA 6.2. Sea u n = a„ + ib n , n — 1, 2, 3,..., donde a n y b n son reales. Así, una condición necesaria y 
suficiente para que ¡ u n ¡ converja es que {<7„¡ y ¡ b n ¡ converjan. 

TEOREMA 6.3. Sea {a n } una sucesión real con la propiedad de que 

l ) ’ aii o ^ r/ 

ii ) \a n \ < M (una constante) 

Así, {a n } converge. 

Si se satisface la primera condición de la propiedad i), se dice que la sucesión es monótona 
creciente; si se satisface la segunda condición de la propiedad i), se dice que la sucesión es 
monótona decreciente. Si se satisface la propiedad ii), se dice que la sucesión es acotada. Por 
tanto, este teorema establece que toda sucesión monótona (creciente o decreciente) y acotada 
tiene un límite. 


TEOREMA 6.4. Una condición necesaria y suficiente para que {u n } converja es que, dado un e > 0, pueda 
hallarse un número N tal que \u p - u q | < e para toda p > N, q > N. 

Este teorema, que tiene la ventaja de no requerir del límite mismo, se llama criterio de 
convergencia de Cauchy. 

TEOREMA 6.5. Una condición necesaria para que 22 u„ converja es que lím,,^ u n — 0. Pero esta condición no 
es suficiente. 


TEOREMA 6.6. La multiplicación de cada miembro de una serie por una constante diferente de cero no afecta la 
convergencia o divergencia de la serie. Si dada una serie se le elimina (o se adiciona) un número 
finito de términos, esto no afecta la convergencia o divergencia de la serie. 

TEOREMA 6.7. Una condición necesaria y suficiente para que converja 227=\ + lb n), donde a n y b n son 

reales, es que 227=1 a n Y L,?=i K converjan. 


B. Teoremas sobre convergencia absoluta 


TEOREMA 6.8. Si u„ converge, entonces 227= t u n converge. Es decir, una serie absolutamente convergente 
es convergente. 

TEOREMA 6.9. Los términos de una serie absolutamente convergente pueden reordenarse de cualquier manera, 
y todas esas series reordenadas convergen a la misma suma. Asimismo, la suma, diferencia y 
producto de la serie absolutamente convergente son absolutamente convergentes. 

Esto no ocurre con las series condicionalmente convergentes (véase el problema 6.127). 

C. Criterios especiales de convergencia 


TEOREMA 6.10. ( Criterio de la comparación) 

a) Si ^2 \ v n\ converge y \u n \ < \v n \, entonces ^2 u „ converge absolutamente. 

b) Si 22 \ v n\ diverge y \u„\ > \v r \ , entonces 22 \ u n\ diverge, pero 22 u n puede converger o 
no. 


www.FreeLibros.me 


^ CAPÍTULO 6 Series infinitas, series de Taylor y series de Laurent 

TEOREMA 6.11. ( Criterio del cociente ) Sea Iím„ \u n+ \/u n \ — L. Entonces Y u n converge (absolutamente) si 

L < 1 y diverge si L > 1. Si L — 1, esta prueba no da ningún resultado. 

TEOREMA 6.12. ( Criterio de la raíz rc-ésima) Sealím^oo Y 1 u,¡ = L. Entonces u„ converge (absolutamente) 

si L < 1 y diverge si L > 1 . Si L — 1, esta prueba no da ningún 
resultado. 

TEOREMA 6.13. ( Criterio de la integral ) Si f(x) > 0 para x > a, entonces Y f(n) converge o diverge según 

lím M ->-00 jf/(*) dx converja o diverja. 

TEOREMA 6.14. (Criterio de Raabe) Sea lím„ ^oo n(\ — |m„ + i/m„|) = L. Entonces Y u n converge (absoluta¬ 
mente) si L > 1 y diverge o converge condicionalmente si L < 1. Si L — 1, 
esta prueba no da ningún resultado. 

TEOREMA 6.15. ( Criterio de Gauss) Suponga que |íí„+i/m„| = 1 — (L/n) + ( c„/n 2 ), donde \c n \ < M para toda 

n > N. Entonces m„ converge (absolutamente) si L > 1 y diverge o 
converge condicionalmente si L < 1 . 

TEOREMA 6.16. ( Criterio de la serie alternante ) Si a n > 0, a n+ \ < a n para n — 1, 2, 3, ... y lím„_>oo a n — 0, 

entonces a\ — aj + «3 — ■ ■ ■ = (— 1 ) n ~ 1 a„ converge. 


D. Teoremas sobre convergencia uniforme 


TEOREMA 6.17. (Criterio M de Wieirstrass ) Si |m„(z)| < A/„, donde M n es independiente de z en una región 7 Z y 

M n converge, entonces ujz) es uniformemente convergente 
en 1Z. 


TEOREMA 6.18. La suma de una serie uniformemente convergente de funciones continuas es continua, es decir, 
si u n (z) es continua en 1Z y .SYz) = u n (z) es uniformemente convergente en 7 Z, entonces S(z) 
es continua en 7 Z. 


TEOREMA 6.19. Suponga que { u n (z )} es continua en 7 Z, S(z ) = u n(¿) es uniformemente convergente en 'IZ y 

C es una curva en TZ. Así, 


S(z) dz = 


u l (z)dz + 


u 2 (z) dz + 


{ J2 u - (z) \ dz= Jl 


u n (z)dz 


c c 

Es decir, una serie uniformemente continua de funciones continuas puede integrarse término 
por término. 


TEOREMA 6.20. Suponga que u' n (z) — (d/dz)u n (z) existe en TZ, que u’ n (z.) converge uniformemente en TZ y que 

Y] u n(z ) converge en TZ. Entonces, (d/dz) Y u n(z) — Y u 'n(z)- 

TEOREMA 6.21. Suponga que { u„(z )} es analítica y que Y 11 Jz.) es uniformemente convergente en TZ. Entonces, 
S(z) = Y u n(z) es analítica en TZ. 
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E. Teoremas sobre series de potencias 


TEOREMA 6.22. Una serie de potencias converge uniforme y absolutamente en toda región comprendida en el 

interior de su círculo de convergencia. 

TEOREMA 6.23. a) Una serie de potencias se diferencia término por término en el interior de su círculo de 
convergencia. 

b) Una serie de potencias se integra término por término a lo largo de cualquier curva C 
comprendida en el interior de su círculo de convergencia. 

c) La suma de una serie de potencias es continua en toda región comprendida en el interior de 
su círculo de convergencia. 

Estos incisos son consecuencia de los teoremas 6.17-6.19 y 6.21. 

TEOREMA 6.24. (Teorema de Abel ) Sea R el radio de convergencia de a,,-" y suponga que z 0 es un punto 
sobre la circunferencia de convergencia, tal que a„Zo converja. Así, lím, ¿ o a n z n — a n z'o, 
donde z —*■ Zo desde el interior del círculo de convergencia. Es fácil efectuar extensiones a otras 
series de potencias. 


TEOREMA 6.25. Suponga que ^ a n z n converge a cero para toda z tal que z < R, donde R> 0. Así, a n — 0. De 
manera equivalente, si ^ a„z n = b n z n para toda z tal que |z| < R, entonces a„ — b n . 


6.7 Teorema de Taylor 

Sea fiz) analítica en el interior y sobre una curva simple cerrada C. Sean a y a + h dos puntos en el interior de C. 
Entonces, 

f{a + h)= fia ) + hfia) + h -fia ) + ■ • • + + • • • (6.3) 

2! «! 

o, al escribir z— a + h, h — z — a, 

f"(a) f <n Ha) 

fiz ) = fia ) +fia)iz - a) + iz - a) 2 H-b -— (z - a) n - (6.4) 

2! n\ 

Esto se conoce como teorema de Taylor, y la serie en (6.3) o (6.4), como serie de Taylor o expansión de Taylor para 
fia + /i) o fiz), respectivamente. 

La región de convergencia de la serie (6.4) está dada por \z — a\< R, donde el radio R de convergencia es la dis¬ 
tancia de a a la singularidad más cercana de la función/(z). Sobre z - aj = R, la serie puede o no converger. Para 
\z — a\> R, la serie diverge. 

Si la singularidad más cercana de/(z) se encuentra al infinito, el radio de convergencia es infinito, es decir, la serie 
converge para toda z. 

Si en (6.3) o en (6.4) a ~ 0, se obtiene una serie de Maclaurin. 


6.8 Algunas series especiales 

En la lista siguiente se presentan algunas series especiales y sus regiones de convergencia. En el caso de funciones 
multivaluadas se emplea la rama principal. 

L = l+z + ^ + |+---+^ + --- |z| < 00 

2! 3! n\ 

~3 „5 7 2n-\ 

2. sen z = z -- + --... kl < oo 
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,2 „4 fin—2 

3 . c„ sz 


+ 


2 3 

Z Z 


4. ln(l + z) =z-^r + ~-----(- 1)”- 1 —+ • • 

2 3 n 

7 3 -5 7 2/í- 1 

5. tan-4 + -- 

3 5 2n — 1 


+ 


|z| < 00 
kl < 1 
kl < i 


. n i w i , , />(P - 1) 2 , . P(P - 1) • • • (P ~ n + 1) „ . , . . 

6. (i + zf =1 +pz-\ —z 4 -1-¡- z H— |z| < i 


2 ! 


n\ 


En esta lista, observe que en la última línea se tiene el teorema o fórmula del binomio. Si (1 + z) p es multivaluada, 
el resultado es válido para la rama de la función que tenga el valor 1 para z = 0. 


6.9 Teorema de Laurent 

Sean Ci y C2 circunferencias concéntricas de radios R 1 y R 2 , respectiva¬ 
mente, y centro en a [figura 6-1]. Suponga que/(j) es unívoca y analítica 
sobre C¡ y C 2 , así como en la región 7 Z en forma de anillo [también lla¬ 
mada región anular o corona] entre C¡ y C 2 , que aparece sombreada en la 
figura 6-1. Sea a + Aun punto en 1Z. Así, se tiene 

f(a + h) = üq + a\h + a 2 h~ + ■■■-!—-—|- —y + —j- + ■ ■ ■ (6.5) 


donde 


fifi - 


2ttí 


o 


m 


c, 


(z - a) n+l 


dz n = 0, 1,2 ,... 


= -— ; o (z — a) n l f(z)dz n = 1, 2, 3,.. 
2 m 


c, 


( 6 . 6 ) 



X 


Figura 6-1 


y donde C¡ y C 2 se recorren en dirección positiva respecto de sus interiores. 

En las integrales anteriores pueden reemplazarse C¡ y C 2 por cualquier circunferencia concéntrica C entre C¡ y C 2 
[véase el problema 6.100]. Así, los coeficientes (6.6) se escriben en una sola fórmula, 
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o ■ 


f(z) 


(z - a)‘ 


ft+1 


dz 


n = 0, +1, +2 ,... 


Mediante un cambio apropiado de notación, lo anterior se escribe como 

/(z) = a a + afz - a) + a 2 (z — a) 2 -\ - b — - + . ^ 2 n2 H - 

Z - a (z — ar 


(6.7) 


( 6 . 8 ) 


donde 


a n 



m 

(C~a) n+X 


di 


n = 0 , + 1 , + 2 ,... 


(6.9) 


Esto es el teorema de Laurent, y (6.5) o (6.8), con los coeficientes (6.6), (6.7) o (6.9), la expansión de Laurent o serie 
de Laurent. 

La parte a () + afz — a) + a 2 (z — a) 2 + ■ ■ ■ se conoce como parte analítica de la serie de Laurent, mientras que el 
resto de la serie, que consta de las potencias inversas de z — a, es la parte principal. Si la parte principal es cero, la 
serie de Laurent se reduce a una serie de Taylor. 
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6.10 Clasificación de las singularidades 


6.10 Clasificación de las singularidades 


Las singularidades de una función /(z) se clasifican al examinar su serie de Laurent. Para esto, en la figura 6-1 se 
supone que R 2 — 0, de manera que/(z) es analítica en el interior y sobre C 1; salvo en z = a, que es una singularidad 
aislada [véase la página 81], En lo sucesivo, a menos que se indique otra cosa, todas las singularidades se conside¬ 
rarán singularidades aisladas. 


1 . 


Polos. Si /(z) tiene la forma (6.8) y la parte principal sólo tiene un número finito de términos dados por 


a~ 1 < 2-2 a~n 

-— 4 --- 1 - 1 -— 

z —a (z- a) 2 (z — a) 1 


donde a_„ ¥= 0, entonces ¿ = a es un polo de orden n. Si n — 1, es un polo simple. 

Si /(z) tiene un polo en z — a, entonces lím 7 _ >u /(z) = 00 [véase el problema 6.32]. 

2. Singularidades removibles. Si una función unívoca/(z) no se define en z — a pero existe lírri- f(z), 
entonces z — ae.s una singularidad removible. En tal caso,/(z) en z = a se define como igual a lím, _> a f(z), 
con lo que /(z) es analítica en a. 

EJEMPLO 6.1: Si/(z) = sen z/z, entonces z = 0 es una singularidad removible, pues/(0) no está definida pero 
lím z _,o sen z/z = 1. Se define /(O) = lím.^ 0 sen z/z = 1. Observe que en este caso 


senz 

z 


1 

z 



z 3 z 5 

3! + 5! 



, Z 2 Z 4 
3! + 5! 


7! 




3. Singularidades esenciales. Si/(z) es una función univaluada, toda singularidad que no sea un polo o una 
singularidad removible es una singularidad esencial. Si z = a es una singularidad esencial de/(z), la parte 
principal de la expansión de Laurent tiene una cantidad infinita de términos. 

EJEMPLO 6.2: Como e x l z = 1 -}-f —-=■ + —-r + • • •, z = 0 es una singularidad esencial. 

z 2 !z~ Jlz 3 

Los dos teoremas siguientes relacionados con singularidades esenciales son importantes (véanse los proble¬ 
mas 6.153-6.155). 

Teorema de Casorati-Weierstrass. En toda vecindad de una singularidad esencial aislada a, una fun¬ 
ción/(z), que de otro modo sería analítica, se acerca arbitrariamente a todo número complejo un número 
infinito de veces. En símbolos, dados números positivos 8 y e, y un número complejo A, en el interior del 
círculo |z — a\ — 8 existe un valor de z para el que 'if(z) — A\ < e. 

Teorema de Picard. En la vecindad de una singularidad esencial aislada a, una función/(z), que de otro 
modo sería analítica, toma todo valor complejo salvo quizás una excepción. 

4. Puntos de ramificación. Un punto z = z 0 se llama punto de ramificación de una función multivaluada 
/(z) si las ramas de /(z) se intercambian cuando z describe una trayectoria cerrada en torno a zo [véase 
la página 45]. Un punto de ramificación es una singularidad no aislada. Como cada rama de una función 
multivaluada es analítica, son aplicables todos los teoremas para funciones analíticas, en particular el de 
Taylor. 

EJEMPLO 6.3: La rama de/(z) = z 1 , que vale lparaz= 1, tiene una serie de Taylor de la forma üq + a i(z— 1) 
+ a 2 {z — 1 ) 2 + ■ ■ • con radio de convergencia R = 1 [la distancia de z = 1 a la singularidad más cercana, a 
saber, al punto de ramificación z = 0]. 

5. Singularidades al infinito. Con z — 1/w en/(z) se obtiene la función/(I /w) — F(w). Así, el tipo de esta 
singularidad para/(z) en z = oo [el punto al infinito] se define como igual al de F(w) en w — 0. 

EJEMPLO 6.4: /(z) = z 3 tiene un polo de orden 3 enz = oo, pues F(w) =f(l/w)= 1 /w 3 tiene un polo de orden 
3 en w = 0. De manera similar,/(z) = e z tiene una singularidad esencial en z = oo, pues F(w) =f(l/w) = e^ w 
tiene una singularidad esencial en w = 0. 
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6.11 Funciones enteras 

Una función analítica en todas partes del plano finito [es decir, en todas partes excepto en oo] se llama función entera 
o función integral. Las funciones e z , sen z, eos z son funciones enteras. 

Una función entera se representa con una serie de Taylor de radio de convergencia infinito. Al contrario, si una 
serie de potencia tiene un radio de convergencia infinito, la serie representa una función entera. 

Observe que, de acuerdo con el teorema de Liouville [capítulo 5, página 145], una función analítica en todas 
partes incluso oo debe ser una constante. 


6.12 Funciones meromórficas 

Una función que sea analítica en todas partes del plano finito excepto en una cantidad finita de polos se llama función 
meromórfica. 

EJEMPLO 6.5: z/(z — l)(z + 3) 2 , analítica en todas partes del plano finito excepto en los polos z = 1 (polo simple) y 
z = — 3 (polo de orden 2), es una función meromórfica. 


6.13 Desarrollo de Lagrange 


Sea z la raíz de z — a + í<b(z) con el valor z — a cuando f = 0. Así, si (¡Az) es analítica en el interior y sobre una 
circunferencia C, que contenga a z — a, se tiene 

°° yn sn— 1 

Z = a + T J - r ff ln n^ ma)r} 


n= 1 


( 6 . 10 ) 


De manera más general, si F(z) es analítica en el interior y sobre C, entonces 

—, C d ' n ~ 1 


F(z) = F,a) + Y.f^trtaM*)r) 

n= 1 


( 6 . 11 ) 


La expansión (6.11) y el caso especial (6.10) suelen denominarse desarrollos de Lagrange. 


6.14 Continuación analítica 


Suponga que no se conoce la forma exacta de una función analítica/(z) y 
que sólo se sabe que en el interior de algún círculo de convergencia C¡ con 
centro en a [figura 6-2] f(z) está representada por una serie de Taylor 


a 0 + ai(z - a) + a 2 (z - a) + 


( 6 . 12 ) 


Al elegir un punto b en el interior de Cj se halla el valor de f(z) y de sus 
derivadas en b mediante (6.13), y de esta manera se obtiene una nueva 
serie 


b 0 + bi(z - b) + b 2 (z - b) 2 + ■ 


(6.13) 



con círculo de convergencia C 2 - Si C 2 se extiende más allá de Cj, enton¬ 
ces en la porción extendida se obtienen los valores def(z) y de sus deri¬ 
vadas, y, de esta manera, más información sobre/(z). 

En este caso se dice que/(z) se extendió analíticamente más allá de Ci, proceso que se conoce como continuación 
analítica o extensión analítica. 

Desde luego, el proceso puede repetirse indefinidamente. Así, al elegir un punto c en el interior de C 2 se obtiene 
una nueva serie con círculo de convergencia Cj, la cual puede extenderse más allá de C¡ y C 2 , etcétera. 

El conjunto de todas estas representaciones de series de potencias, es decir, de todas las posibles continuaciones 
analíticas, se define como la función analítica f(z), y cada serie de potencias se denomina en ocasiones un elemento 
de f(z). 
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Al realizar una continuación analítica, deben evitarse las singularidades. Por ejemplo, en la figura 6-2 no debe 
haber ninguna singularidad que esté en el interior de C 2 y sobre la frontera de C 1; porque si la hay, (6.13) divergirá 
en ese punto. En algunos casos, las singularidades sobre un círculo de convergencia son tan numerosas que es impo¬ 
sible una continuación analítica. En estos casos, la frontera del círculo se llama frontera natural o barrera [véase el 
problema 6.30]. Una función representada por una serie que tenga una frontera natural se llama función lacunary. 

Al pasar del círculo C) al círculo C„ [figura 6-2] se eligió la trayectoria formada por los centros a, b, c,...,p, que 
se representó con la trayectoria P\. Hay muchas otras trayectorias posibles, como a , b', c ',.que se representan 
de manera abreviada con la trayectoria P 2 - La pregunta es si cuando se elige otra trayectoria se obtiene la misma 
representación válida en el interior de C n . La respuesta es sí, siempre que la región limitada por las trayectorias P¡ y 
P 2 no tenga ninguna singularidad. 

En el capítulo 10 se verá más sobre continuación analítica. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Sucesiones de funciones y series de funciones 

6.1. Con la definición, demuestre que lím^c» ^ 1 + - j = I para toda z. 

Solución 

Dado un número e > 0, hay que hallar un A tal que |1 + z/n — 1| < e para n > N. Así, |z/n| < e, es decir, \z\/n < e 
si n > |z|/e = N. 

6.2. a) Pruebe que, para |z| < 1, la serie z(l — z) + z 2 (l — z) + z 3 (l — z) + ■ ■ • converge, y b ) encuentre su 
suma. 

Solución 

La suma de los primeros n términos de la serie es 

S n (z) = z(l - z) + z^l - z) + • • • + z"(l - z) 

= z - z 2 + z 2 - z 3 + • ■ • + f - f +l = z - z" +1 

Ahora, |S„(z) — z\ = |— z” +1 | = ]z| n+1 < e para (n + l)ln|z| < lne, es decir, n + 1 > lne/ln]z| o 
n > (ln e/ln |z|) — 1. 

Si z = 0, S n (0) = 0 y |S„(0) — 0| < e para toda n. 

Por tanto, lím,,^ S n (z) = z, la suma buscada para toda z tal que |z| < 1. 

Otro método. Como S n (z) = z — z' 1+1 , se tiene [de acuerdo con el problema 2.41, en el que se mostró que lím,,^ z" = 0 
si |2| < 1] 

Suma buscada = S(z) = lím S„(z) = lím (z — z' !+1 ) = z- 
«—>00 «—>00 

Convergencia absoluta y convergencia uniforme 

6.3. a) Demuestre que si |z| < |, la serie del problema 6.2 converge uniformemente a la suma z. 
b) ¿Converge esta serie uniformemente si |z| < 1? Explique. 

Solución 

a) En el problema 6.2 se mostró que |S„(z) — z| < e para toda n > (ln e/ln |z|) — 1, es decir, esta serie converge 
a la suma z para |z| < 1 y, por ende, para |z| < \ . 

Ahora, si |z| < j, el valor mayor de (ln e/ln |z|) — 1 se encuentra cuando |z| = / y está dado por (ln e/ln 
(1/2)) — 1 = N. Se sigue que |S„(z) — z| < e para toda n > N, donde N sólo depende de e y no del valor de z 
de que se trate en |z| < \ ■ Por tanto, para |z| < | esta serie converge uniformemente a z. 


www.FreeLibros.me 




CAPITULO 6 Series infinitas, series de Taylor y series de Laurent 


tí) El mismo argumento del inciso á) sirve para mostrar que con N = (ln e/ln(.9)) — 1 y N = (ln e/ln(.99)) — 1 
para |z| < 0.9 o |z| < 0.99, respectivamente, esta serie converge uniformemente a la suma z. 

Sin embargo, es claro que este argumento no se puede extender a |z| < 1, pues para esto se necesitaría que 
N = (ln e/lnl ) — 1, que es infinito, es decir, en este caso no existe un valor finito N útil. Por tanto, esta serie 
no converge uniformemente para 14 < L 

6.4. a) Demuestre que la sucesión {1/1 + nz] converge uniformemente a cero para todo z tal que 14 > 2. 
b ) ¿Puede extenderse la región de convergencia uniforme del inciso d)l Explique. 

Solución 

a) Se tiene que |(1/1 + nz) — 0| < e cuando 1/| 1 + nz\ < eo |1 +nz\ > 1 /e. Ahora, |1 + nz\ < |1| + \nz\ = 1 + n|z| 
y 1+ n\z\ > 11 + nz\ > 1/e para n > (1/e — l/|z|). Por tanto, esta sucesión converge a cero para jz| > 2. 

Para determinar si esta sucesión converge uniformemente a cero, observe que en |z| > 2 el mayor valor de 
(1/e — l/|z|) corresponde a |z| = 2 y está dado por / {(1 /e) — 1} = N. Se sigue que |(1/1 + nz) — 0| < e para 
todo n > N, donde N sólo depende de e y no de la z particular en |z| > 2. Por tanto, esta sucesión converge 
uniformemente a cero en esta región. 

b) Si S es cualquier número positivo, el mayor valor de ((1/e) — l)/|z| en |z| > S se obtiene cuando |z| = 5 y 
está dado por ((1 /e) — 1)/S. Como en el inciso a), se sigue que esta sucesión converge uniformemente a cero 
para todo z tal que |z| > 5, es decir, en toda región que excluya todos los puntos que se encuentren en una 
vecindad de z = 0. 

Como 5 puede elegirse arbitrariamente cercana a cero, se sigue que la región del inciso a) puede extenderse 
considerablemente. 

6.5. Muestre que á) la función suma en el problema 6.2 es discontinua en z = I. b) el límite en el problema 6.4 
es discontinuo en z — 0. 

Solución 

a) En el problema 6.2, S n (z) = z - z" +1 , S(z) = lím,,^ S„(z). Si |z| < 1, S(z) = lím,,^ S„(z) = z. Si z = 1, 
S„(z) = S n ( 1) = 0 y lím,,^^ S n ( I) = 0. Por tanto, 5(z) es discontinua en z = 1. 

tí) De acuerdo con el problema 6.4, si se escribe u n (z) = 1/1 + wz y U(z) = lím,,^ u n (z), se tiene U(z) = 0 si 
z? 4 0 y U(z) = 1 si z = 0. Así, U{z) es discontinuo en z = 0. 

Estas son consecuencias [véase el problema 6.16] de que si una serie de funciones continuas es uniformemente 
convergente en una región 1Z, entonces la función suma debe ser continua en 1Z. Por tanto, si la función suma no es 
continua, la serie no puede ser uniformemente convergente. Se obtiene un resultado similar con las sucesiones. 

6 .6. Demuestre que la serie del problema 6.2 es absolutamente convergente para |z| < 1. 

Solución 

Sea T n (z) = |z(l - z)| + |z 2 (l - z) ! + ••• + |z"(l - z)| = |1 - z|{|z| + |z| 2 + |z| 3 + • • • + |z|"} 


= 11-414 


1 - 14" 


1 -14 


Si |z| < 1, entonces lím,,^ |z|" = 0 y lím, MOO T n (z) existe, de manera que la serie converge absolutamente. 
Observe que, en este caso, la serie de los valores absolutos converge a 11 — z| |z|/l — |z|. 

Criterios especiales de convergencia 


6.7. Suponga que \v n \ converge y que |w„| < \v n \, n— 1, 2, 3,.... Demuestre que \ u n\ también converge (es 
decir, establezca el criterio de comparación para la convergencia). 
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Solución 

Sea S n = \Ui\ + \u 2 \ + • • ■ + \u n \, T n = \V\\ + |f 2 | + • • • + \v n \. 

Como Y \ v n \ converge, lím,,^ T n existe y es igual a T , por ejemplo. Asimismo, como K\ > 0, T n < T. 

Así, S n — \u,\\ + |W21 ‘l w «l — l^il \^i\ + • • • + l^nl < To 0 < S n < T. 

Por tanto, S n es una sucesión monótonamente creciente y acotada, por lo que debe tener un límite [teorema 6.3, 

página 171], es decir, Y \ u n \ converge. 


1 1 1 

6.8. Verifique fi ue ^ ^ ^ + 

Solución 

Se tiene 


1 


= V — converge para toda constante p > 1. 
£ —‘ nP 


n =1 


1 

!P 


1 

I^ 1 


1 


lili 

-1-<-1-= - 

7P 3p ~ 2P 2P 2p~ 1 


1 


11111111 
4 p 5 p 6 p 1p 4 p 4 p 4 p 4 p 4 p~ 1 

etc., donde se toman 1, 2, 4, 8,... términos de la serie. Se sigue que la suma de cualquier número finito de términos 
de la serie dada es menor que la serie geométrica 

lili 1 

iP-i + 2/>-i 


1 1 

4 p-í 8 p -1 


1 - 1/2P- 1 


la cual converge para p > 1. Por tanto, la serie dada, que en ocasiones se denomina serie p, converge. 

Con un método análogo al empleado aquí y el criterio de comparación para divergencia [teorema 6.10¿>), página 
171], puede mostrarse que X!/7=i I ¡ nP diverge para p < 1. 


6.9. Demuestre que una serie absolutamente convergente es convergente. 

Solución 

Como Y \ u n\ converge, hay que mostrar que Y u n converge. Sea 


Así, 


Sm — «1 + «2 + • • • + um y T m = \u\\ + \u 2 \ + ■ ■ ■ + \um\ 

Sm + Tm = («1 + [Mil) + («2 + IM21) + ■ ■ ■ + ( Um + \um\) 
< 2|«i | + 2\u 2 \ + • • • + 2\um\ 


Como Y \ u n\ converge y u n + \u n \ > 0 para n = 1, 2, 3,..., se sigue que S M + T M es una sucesión monótona¬ 
mente creciente y acotada, y, por tanto, lím^^ ( S M + T M ) existe. 

Además, como lím^^ T M existe [pues, por hipótesis, esta serie es absolutamente convergente], 

lím S M = lím (S M + T M - T M ) = lím (S M + T M ) - lím T M 

M-> 00 M-> 00 M —>00 M—>oo 

también debe existir, con lo que se demuestra lo que se buscaba. 

00 

6.10. Demuestre que V " converge absolutamente para |z| < 1- 
,1=1 n(n + 1) 


Solución 

Si |z| < 1, entonces 


n(n + 1) 


Izl" 


1 

< — . 


n(n + 1) n(n + 1) 

Si en el criterio de comparación se toma u n = í"/n(n + 1), v„ = 1 ¡n~ y se reconoce que Y l/” 2 converge, de 
acuerdo con el problema 6.8 con p = 2, se ve que Y \ u n \ converge, es decir, Y u n converge absolutamente. 
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6.11. Establezca el criterio del cociente para la convergencia. 

Solución 

Hay que mostrar que si lím,,^ \u n+l /u n \ = L < 1, entonces \u„\ converge o, según el problema 6.9, u n es 
(absolutamente) convergente. 

Por hipótesis, puede elegirse un entero N tan grande que para todo n > N, \u n+ \/u n \ < r, donde r es una cons¬ 
tante tal que L < r < 1. Así, 

|hjv+iI < r\u N \ 

\u N +l\ < r \ u N+i I < r 2 \u N \ 
l«v+3l < r\u N+2 \ < r 3 | u N \ 


etc. Se suma, 

l M w+il + Wn+i\ + ■ • • < \u N \(r + r 2 + P + • • •) 
y por ende ^ u n | converge, de acuerdo con el criterio de comparación, pues 0 < r < 1. 

OO _|_ 2)”^ ^ 

6.12. Encuentre la región de convergencia de la serie Y' —-,—. 

/¿í (n + 1) 3 4" 

Solución 


Si u„ = 


(z + 2) B 


entonces u„ + ¡ = 


(z + 2) n 


(n + 1) 3 4"’ n+l (« + 2) 3 4"+i 

z = —2, valor para el que esta serie converge, se tiene 


. Por tanto, al excluir 


lím 

Mn+ 1 

= lím 

rt —>00 

U n 

n — > oo 


(z + 2) (n + 1 ) 3 


4 (n + 2)‘ 


|Z + 2| 


Así, esta serie converge (absolutamente) para |z + 2|/4 < 1, es decir, 
para |z + 2| < 4. El punto z = —2 está incluido en |z + 2| < 4. 

Si |z + 2|/4 = 1, es decir, si |z + 2| = 4, el criterio del cociente no 
da resultado. Sin embargo, en este caso se ve que 


(z + 2)" 


(n + Ir 4" 


1 


4 (n + 1 Y 


1 

< — 



y como /n 3 converge [serie p con p = 3], la serie dada converge 
(absolutamente). 

Se concluye que la serie dada converge (absolutamente) para |z + 2| 

< 4. Geométricamente, éste es el conjunto de puntos en el interior y 

sobre una circunferencia de radio 4 y centro en z = —2, que se conoce como círculo de convergencia [sombreado 
en la figura 6-3], El radio de convergencia es igual a 4. 


6.13. Encuentre la región de convergencia de las series a) XiíiLi 


Solución 


( 2 n - 1 )! 


. E,?=i n '-z n - 


a) Si u„ = (—1)" z /(2 n — 1)!, entonces u n+í = (— l)"z“" + /(2n + 1). Por tanto, al excluir z = 0, valor para 

el cual la serie converge, se tiene 


lím 

rc—»oo 


U n -\-\ 


= lím 

n—>oo 


= lím 


z 2 (2n — 1)! 


(2 n + 1)! 

I¿| 2 


= lím 


(2 n - l)!|z| 2 


«-►OO (2 n + 1 )(2n)(2n — 1)! 


n->oo (2 n + 1)(2«) 


= 0 
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b) 


para toda z finita. Por tanto, la serie converge (absolutamente) para toda z y se dice que la serie converge para 
|z| < oo. De manera equivalente puede decirse que el círculo de convergencia es infinito o que el radio de 
convergencia es infinito. 

Si u n = nlz n y u n+ \ = (n + l)!z" +1 , al excluir z = 0, valor para el que esta serie converge, se tiene 


lím 


U n -\-\ 

u n 


lím 


(;n + l)!z' ,+1 
n\z" 


lím (n + l)|z| = oo 


Por tanto, la serie sólo converge para z = 0. 


Teoremas sobre convergencia uniforme 


6.14. Demuestre el criterio M de Weierstrass, es decir, si en una región 1Z, \u„{z)\ < M„, n — 1, 2, 3,. .., donde 
las M„ son constantes positivas tales que E M n converge, entonces E u n(z) es uniforme (y absolutamente) 
convergente en 1Z. 

Solución 

El resto de la serie u n(z ) después de n términos es R„(z) = w„+i (z) + u n+ 2(z) + • • •. Ahora 

|tf«(z)l = \u n +i(z) + u n+ 2 (z ) H-| < |m„+i(z)| + |«„+2(z)l H- 

i M n+ i + M n+ 2 + ■ ■ ■ 


Pero M n+l + M n+2 + ■ • ■ puede hacerse menor a e al elegir n > N, pues ^ M n converge. Como N es sin duda inde¬ 
pendiente de z, se tiene \R n (z)\ < e para n> N, con lo que la serie es uniformemente convergente. La convergencia 
absoluta es consecuencia inmediata del criterio de la comparación. 


6.15. Verifique la convergencia uniforme en la región indicada: 

z n 00 1 


a) E 


„=i n-Jn + 1 


, kl<!; 


n= 1 n + 


, 1 < kl < 2; c)E^,kl<l- 


n= 1 


Solución 

a ) Si u n (z) = 


z n 


entonces \u„(z)\ = 


\z\ n 1 

— . < si |z| < 1. Con M„ = 1/n 3 ' 2 , se ve que VM„ con- 

ris/n + 1 


«V n + 1 

verge (serie p con p = 3/2). Por tanto, de acuerdo con el criterio M de Weierstrass, la serie dada converge 
uniformemente (y absolutamente) para kl < i- 


b ) La serie dada es ■ 


1 


1 


1 


l 2 + z 2 2 2 +z 2 3 2 + z 2 

la convergencia uniforme de la serie. Para n > 3 y 1 < |z| < 2, se tiene 


+ • ■ •. Los primeros dos términos pueden omitirse sin que afecten 


|« 2 + Z 2 ! > |« 2 | - |z 2 | > n 2 


■ 4 > -n 2 


n 1 + z~ 


2 

< — 
ti 2 


Como E;7=3 2/« 2 converge, se concluye, de acuerdo con el criterio M de Weierstrass (con M„ = 2/n 2 ), que la 
serie dada converge uniformemente (y absolutamente) para 1 < |z| < 2. 

Observe que la convergencia, y por ende la convergencia uniforme, se deshace si |z| = 1 o [z| = 2 [a saber, 
en z = +i y en z = +2¿]. Por tanto, esta serie no puede converger uniformemente para 1 < kl < 2. 
c) Si z = x + iy, se tiene 

ginx—ny _|_ ^—inx+ny 


eos nz 


e inz _|_ e -ir 

2 n 3 2 n? 

e~" y (cos nx + i sen nx) e" v (cos nx — i sen nx) 


Las series 


2 n 3 


■kk e ny (cos nx — i sen nx) 

-2?- Y t 


E 


2 n 3 


e ny (cos nx + i sen nx) 
2 n 3 
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no pueden converger para y > 0 y y < 0, respectivamente [pues, en estos casos, el término n-ésimo no tiende 
a cero]. Así, esta serie no converge para toda z tal que |z| < 1, y por ende no puede ser uniformemente con¬ 
vergente en esta región. 

La serie sí converge para y = 0, es decir, si z es real. En este caso, z = x y la serie se convierte en 
eos nx/n 3 . Así, como |cosnx/n 3 | < l/n 3 y V” 3 converge, se concluye, por el criterio M de Weiers- 
trass (con M n = l/n 3 ), que la serie dada converge uniformemente en todo intervalo sobre el eje real. 

6.16. Demuestre el teorema 6.18 de la página 172, es decir, si u n (z), n— 1, 2, 3,... son continuas en 7?. y i u n(z) 
converge uniformemente a S(z.) en TZ, entonces S(z) es continua en TZ. 

Solución 


Si S n (z) = M|(z) + m 2 (z) + • • ■ + u n (z) y R„(z) = m„ + 1 (z) + m„ + 2 (z) + • • • es el resto después de n términos, es claro 
que 

S(z ) = S n (z) + R„(z ) y S(z + h) = S n (z + h) + R n (z + h) 

y por ende 


S(z + h)- S(z) = S„(z + h)~ S n (z) + R„(z + h) - R n (z) (1) 

donde z y z + h están en TZ. 

Como S n (z) es la suma de un número finito de funciones continuas, debe ser también continua. Así, dado e > 0, 
puede hallarse un S tal que 

|S„(z + h) — S n (z)\ < e/3 siempre que \h\ < 8 (2) 

Como, por hipótesis, la serie es uniformemente continua, puede elegirse una N para que toda z en TZ, 

|/?„(z)| < e/3 y \R„(z + h) | < e/3 para n > N (3) 


Entonces, de acuerdo con (1), (2) y (3), 

I S(z + h) - S(z)| < |S„(z + h)~ S„(z)| + |/?„(z + h) | + \R„(z)\ < e 


para \h\ < 8 y para toda z en TZ, con lo que se establece la continuidad. 


6.17. Demuestre el teorema 6.19 de la página 172, es decir, suponga que {u„(z)},n — 1,2, 3,..., son continuas en TZ, 
S(z) — JZ„ = | u,i(z) es uniformemente convergente en 'JZ y C es una curva en TZ. Así, 


S(z) dz = 
c c 



dz=J2 


u„(z)dz 

c 


Solución 


Como en el problema 6.16, se tiene S(z) = S,¡(z) + R„(z) y, como éstas son continuas en TZ [según el problema 
6.16], sus integrales existen, es decir, 


S(z) dz = S„ (z) dz + R„ (z) dz = mj (z) dz + u 2 ( z)dz-\ -1- u n (z) dz + R„ (z) dz 


Por hipótesis, la serie es uniformemente convergente, de manera que, dado un e > 0, puede hallarse un número 
N independiente de z en TZ tal que |í?„(z)| < e cuando n > N. Si la longitud de la curva C se denota L, se tiene [con 
la propiedad é) en la página 112] 


R,Áz)dz 


< eL 


c 


Entonces | J c S(z) dz — J c S„(z) dz\ puede hacerse tan pequeña como se desee al elegir n lo bastante grande, y se 
demuestra el resultado. 
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Problemas resueltos 


Teoremas sobre series de potencias 

6.18. Suponga que una serie de potencias '¡T a n z n converge para z — Zo ^ 0- Demuestre que esta serie converge: 
á) absolutamente para |z| < |z 0 |, b) uniformemente para |z| < |zi|, donde \Z] < |zq|. 

Solución 

a) Como J2 a nZ'i converge, lím,,^» a n z" 0 = 0, y puede hacerse \a n ¿^\ < 1 al elegir n lo bastante grande, es decir, 
\a„\ < 1/lzbl" P am n > N. Entonces 

oo oo oo i \n 

AH-1 JV+I N +1 K01 

Pero la última serie en (1) converge para |z| < |zo| y así, de acuerdo con el criterio de la comparación, la pri¬ 
mera serie converge, es decir, la serie dada es absolutamente convergente. 

b) Sea M n = |zi|"/|zol"- Entonces converge, porque |zj| < |z 0 |. Como en el inciso a), \a n z" \ < M n para 

|z| < |z,|, de manera que, de acuerdo con el criterio M de Weierstrass, a n z n es uniformemente convergente. 

Se concluye que una serie de potencias es uniformemente convergente en toda región comprendida por 
completo en el interior de su círculo de convergencia. 

6.19. Demuestre que la serie de potencias y I a correspondiente serie de derivadas 5Z/?=o na nZ n ~ 1 tienen 

el mismo radio de convergencia. 

Solución 

Sea R > O el radio de convergencia de a n z”. Sea O < |z 0 | < R. Entonces, como en el problema 6.18, puede ele¬ 
girse N de manera que \a n \ < l/|z 0 |" para n > N. 

Así, paran > N, los términos de la serie \ na n z! l ~ l \ = n \ a n\\z\ n ~ 1 pueden hacerse menores que los términos 
correspondientes de la serie n(|z|" _1 /|zor\ I a cual, de acuerdo con el criterio del cociente, converge para |z| < 

|z 0 | < R. 

Por tanto, na n z! l ~ l converge absolutamente en todos los puntos tales que |z| < |zo| (sin importar lo cerca de 
R que esté |z 0 |), es decir, para |z| < R- 

Pero si |z| > R, lím,,^ a„z n O y por ende lím,,^ na n z n ~ 1 t 4 O, de manera que na„z n ~ l no converge. 

Así, R es el radio de convergencia de J2 na n z n ~ 1 . Esto también es válido si R = 0. 

Observe que, para valores de z tales que |z| = R, la serie de las derivadas puede o no converger. 

6.20. Demuestre que en toda región comprendida por completo en el interior de su círculo de convergencia, una serie 
de potencias a) representa una función continua, por ejemplo/(z), b) puede integrarse término por término 
para obtener la integral de/(z), c) puede diferenciarse término por término para obtener la derivada de/(z). 

Solución 

Se considerará la serie de potencias ^ a„z", si bien valen resultados análogos para a„(z — a)". 

a) Esto es consecuencia del problema 6.16 y de que cada término a„~ n de la serie sea continuo. 

b) Esto es consecuencia del problema 6.17 y de que cada término a„z n de la serie sea continuo y por tanto inte¬ 
grable. 

c) De acuerdo con el problema 6.19, la derivada de una serie de potencias converge dentro del círculo de conver¬ 
gencia de la serie de potencias original, por lo que es uniformemente convergente en toda región comprendida 
por completo en el interior del círculo de convergencia. Así, el resultado buscado proviene del teorema 6.20, 
página 172. 

6.21. Demuestre que la serie z"/n 2 tiene un valor finito en todos los puntos en el interior de su círculo de 
convergencia y sobre él, pero no para la serie de las derivadas. 

Solución 

De acuerdo con el criterio del cociente, esta serie converge para |z| < 1 y diverge para \z\ > 1. Si |z| = 1, entonces 
|z"/n 2 | = 1 / n 1 y la serie es convergente (absolutamente). Así, la serie es convergente para |z| < !> por lo que tiene 
un valor finito en el interior de su circunferencia de convergencia y sobre ella. 
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La serie de las derivadas es X!;7=i z" _1 /”• De acuerdo con el criterio del cociente, esta serie converge para |z| < !• 
Sin embargo, esta serie no converge para toda z tal que \z\ = 1; por ejemplo, si z = 1, la serie diverge. 

Teorema de Taylor 

6.22. Demuestre el teorema de Taylor: Si f(z) es analítica en el interior de un círculo C con centro en a, entonces, 
para toda z en el interior de C, 

. /"(a) , f'"(a ) i 

f(z) = f(a ) +/ ( a)(z - a) + J —^~ (z - o) 2 + —(z - a) 3 -\ - 


Solución 


Sea z un punto en el interior de C. Construya una círculo C¡ con centro en a y que encierre 
a z (véase la figura 6-4). Después, de acuerdo con la fórmula integral de Cauchy, 


Se tiene 


1 


/(z) = | 

2777 . 

Ci 


1 


/( w) 

w — z 


dw 


1 


w — z (w — a) — (z — a) w — a 

1 


1 


, /z — a\ 

tz — a\ 2 

t 

i + ( ) + 

- +■ 

•+ 

w — a / 

\w — aJ 

V 


1 — (z — a)/(w — a) 

Z — a \"-l 
w — a/ 



+ (^) n _i 

\w — a) 1 — (z — a 


- (z - a)/(w - a) 


1 


1 + z-a + (z-a) + + (z - a) n 


Z — a\ n 1 


w — z w — a ' (w — a) 2 (w — áf ' (w — a)‘ 

Se multiplican ambos lados de (2) por/(ve) y, con (1), se tiene 
1 


—F (~ — -) 
" Vw — a / 


w — a/ w — z 


ñz) = 


27 TÍ 


f(w) ,z- fl 

- dw + -— 

W — a 2-777 


m Az-aT 

dw +■■■ + - 


c i 


(w - ay 


2 ni 


donde 


c i 


U n = 


C i 


f(w) 
(w - a) n 


dw + U„ 


2 ni 


z — ay f(w ) 


(—) 

\w — a/ 


dw 


w — z 


Ci 


Con las fórmulas integrales de Cauchy, 


f n \a) = 


2 ni 


f(w) 


(w - a)‘ 


,n +1 


dw n = 0, 1, 2, 3,... 


(3) se convierte en 


(2) 


(3) 


tí % t, ^ , , fia), ,2 , , f (n °(a), V >-1 , rr 

f(z) =f(a)+f (a)(z- a) + ——(z- a) H-F -- —(z-a) + U n 

2 ! (n — 1 )! 

Ahora, para demostrar el resultado buscado, sólo es necesario mostrar que lím,,^ U„ = 0. Para esto se observa 
que, como w está sobre Q, 


I z — a i 
\w — a\ 


= y < 1 


donde y es una constante. Además, se tiene |/(w)| < M, donde M es una constante y 

\w — z| = ](w — a) — (z — a)\ >r\—\z — a\ 
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Problemas resueltos 


donde r¡ es el radio de Cj. Por tanto, de acuerdo con la propiedad e) de la página 112, se tiene 


\U n \ = 


1 

277 

1 


Z- ay j(w) 


(—) 

\w — a / 


dw 


— a / w — z 


c i 


y n M _ y" Mr , 

~~ 277 ri — |z — a\ 1 r\ — \z—a\ 


y se ve que lím, MCO U„ = 0, con lo que termina la prueba. 

6.23. Sea/Yz) = ln( 1 + z), donde se considera la rama que tiene el valor cero cuando z = 0.a) Obtenga el desarrollo 
dc f(z) en una serie de Taylor en torno a z = 0. b) Determine la región de convergencia de la serie del inciso a), 
c ) Obtenga el desarrollo de ln(l + z/1 — z) en una serie de Taylor en torno a z = 0. 


Solución 


a) 


f{z) = I n (1 + z), 


f(z) = 


1 


1 + z 


= (l+z)- 


/"(z) = -(l+z)- 2 , 
f"'(z) = (—1)(—2)(1 + z) -3 . 


/(O) = 0 

/'(O) = 1 

/"(0) = -l 
/'"(O) = 2! 


f n+1 \z) = (—l) n n!(l + z)“ ( " +1) , / ( " +n (0) = (—1)"«! 
Entonces 


ñz) = ln(l + z) =/(0) +/'(0)z + ^z 2 + ^z 3 + ■ 


Otro método. Si |z| < 1, 


- z_ 2 + y _ 4 + ' 


= 1 - z + z 2 - z 3 + ■ 


1 + z 


Al integrar desde 0 hasta z se obtiene 


_2 _3 ,4 

ln(l + z) = z - y + j - j + ■ 


b) El término n-ésimo es u n = (—1)" V/n. Con el criterio del cociente 


lím 

n—y oo 


W/i+l 


U n 


= lím 

n —>00 


nz 


n + 1 


= Izl 


y la serie converge para |z| < 1. Puede mostrarse que la serie converge para |z| = 1, salvo para z = — 1. 

Este resultado también se obtiene porque la serie converge en un círculo que se extiende hasta la singula¬ 
ridad más cercana (es decir, z = — 1) a/(z). 
c) De acuerdo con el resultado del inciso a), al sustituir z por — z. 


2 3 4 

7 7 7 

ln(l+z) = z-- + ---+.. 

2 3 4 

7 7 7 

!n(! — z) = —z — y — y — — —■ 
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CAPITULO 6 Series infinitas, series de Taylor y series de Laurent 


dos series que convergen para |z| < 1. Se resta y se obtiene 

' ,+ 3 


ln 




, 2z 2 " +i 
'2/7 + 1 


que converge para |z| < 1. También puede mostrarse que esta serie converge para |z| = 1, salvo en z = +1. 

6.24. a ) Obtenga el desarrollo de/(z) = sen z en una serie de Taylor en torno a z — tt/4. 
b ) Determine la región de convergencia de esta serie. 

Solución 

a ) /(z) = sen z, /'(z) = eos z, /'(z) = — sen z, f"(z) = — eos z, / IV (z) = sen z,... 

/(tt/4) = V2/2J\tz/A) = V2/2,f"(u/4) = -V2/2, f"(v/4) = -V2/2, / iv (tt/4) = /2/2 ,... 

Así, como a = 7r/4, 

s,' tr , , t , t v , , /"(a)(z - a ) 2 , /'"(a)(z - «) 3 , 

/(z) = /(«) +/ (a)(z - a) 4-^-1-^-b ■ 


2 ! 


3! 


a/2 a/2 a/2 , a/2 , 

= — + —(z - tt/4) - y-^(z - V4) - ^y(z - w/4)- + ■ 


V2 

2 


, , , //n (z-V4) 2 (z-77/4) 3 

1 + (z - 77/4)-—-—-h ■ 


2! 3! 

Otro método. Sea u = z — 7r/4 o z = m + tt/4. De ese modo se tiene 

sen z = sen(ií + tt/4) = sen ií cos(7t/ 4) + eos u sen(7r/4) 

a/2 

= —— (sen m + eos u) 


V2 

2 

V2 

2 

V2 

2 


M-1-- 

3! 5! 


+ |1 ~2! + 4!“" 


1 + W_ 2!“3! + 4! + ' 


i , , (z-tt/4) 2 (z-tt/4) 3 

1 + (z - 77/4)-—-—-h ■ 


2 ! 


3! 


tí) Como la singularidad de sen z más cercana a tt/4 está al infinito, la serie converge para todo valor finito de z, 
es decir, para |z| < oo. A esto también se llega con el criterio del cociente. 

Teorema de Laurent 

6.25. Demuestre el teorema de Laurent : Suponga que /(z) es analítica en el interior de la frontera de una región 
Tí, y sobre ella, en forma de anillo, limitada por dos circunferencias concéntricas C¡ y C 2 con centro en a y 
radios r¡ y r 2 , respectivamente (r¡ > r 2 ) (véase la figura 6-5). Así, para toda z en Tí, 

OO OO 

n—0 n= 1 v y 


donde 


2 7 TI 

Ci 


/O) 


&—} l — 0 

2m 

c 2 


(w - a) n+1 
f(w) 


(w — a ) 


-n+l 


dw 


dw 


n = 0, 1,2,... 


n = 1, 2, 3,... 
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Problemas resueltos 


Solución 

De acuerdo con la fórmula integral de Cauchy [véase el problema 5.23, página 159], se tiene 



1 + z-a + _|_ (z - a) ¡ 


z — a\ n 1 


de manera que 


1 

2ttí 


w — a (w — a) 

/O) 


— + (-——) 
" Vw - a) 


(w — a) n \w — a/ w — z 


(2) 


c i 


dw =-o 

w — z 2 ni 

Ci 


f(yv) 


dw + 


Z — a 

2m 


f(yv) 


dw 


+ •■• + 


(z-a) n 
2 vi 


c i 

f(w) 


C 1 


(w - df 


(w - ay 
dw + U„ 


— cía + ai(z — «) + ■•■+ a„_i(z — a) n + [/„ 


donde 


ao = =—■ ° 

2777 

Ci 


/(w) , 1 f 

- dw, £7i = - O 

w — a 2 ttí . 

C| 


/(w) 1 ^ 

- 2 dw, . . . , fl„_l = -—; Cp 


Un = ~~.0 

2m 

¿i 


(w — a) 

z-a\"f(w ) 


2777 


C, 


ftw) 

(w — a)" 


dw 


(—) 

\w — a/ 


dw 


— a/ w — z 


Ahora considere la segunda integral en (1). Se intercambian w y z en (2) para obtener 
1 1 


w — z {z —a){\ — (w — a)/{z —a)} 


1 w — a (w — a)" 

- + z -3-b —- zñ b 


Z-a (z-a) 2 


(z-a)" 


\ n 1 
w — a\ 1 


z — a z — w 


(3) 


de modo que 


donde 


1 

_ 2777 ^ 

c 2 


/(w) 1 

- aw = — 

w — z 2m 


m , i 

- dw + — 

Z — a 2777 


c 2 


+ ■•■ + 


2777 


(w — a)‘ 


c 2 

n -1 


(z - a) - 


/(w) dw 


C 3 


(z - a)' 


— f(w)dw + V n 


Cl— i 

+ 7 - V+---+7 - ~+Vn 

z-a (z-a)~ 


(z - a)" 


1 


2777 


1 


2777 


1 


a_i = -— ; C) f(w) dw, a -2 = -— ; C) (w — a) /(w) dw, ..., a_„ = -— ; C) (w — a)" f(w) dw 


2777 


c 2 


V„ = 


c 2 

1 

2 vi 


c 2 


w — a Y' /(w) 


dw 


Z — a z — w 


Ci 


(4) 
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CAPITULO 6 Series infinitas, series de Taylor y series de Laurent 

De (1), (3) y (4) se tiene 


/(z) = {fl 0 + ai(z — a) H-b a„-i(z - a) n ‘¡ 


£ 7 _ 1 0-2 a 

+—3-^+--- + 


Z-a ( z-aY 


(z - ay 


+ U„ + V n 


Si se demuestra que a) U n = 0 y b ) lím,,^ V n = 0, se llega al resultado buscado. La prueba de a) 

consecuencia del problema 6.22. Para demostrar b ) se observa primero que, como w está sobre C 2 , 


w — a 
Z — a 


= K < 1 


donde k es una constante. Asimismo, se tiene |/(w)| < M, donde M es una constante y 

\z — w| = |(z - a) — (w - n)| >\z - a\ — r 2 
Por tanto, de acuerdo con la propiedad e ) de la página 112, se tiene 


|V " I= ¿ 


c 2 


íw — a' 


\z-fly 

' z — w J 

k"M 

2777-9 = 


dw 


K n Mr 2 


\z — a\ — r 2 

Así, lím,,^ V n = 0 y termina la prueba. 

6.26. De las funciones siguientes, encuentre la serie de Laurent en torno a la singularidad indicada. 

z — senz 


„2z 


a) 


(z - l) 3 


; z = i. 
i 


b ) (z — 3) sen--; z = —2. 

z + 2 


c ) 

d) 


z = 0. 


e) 


1 

z 2 (z - 3)" 


; z = 3. 


z = —2. 


(z+lXz + 2)' 

En cada caso identifique la singularidad y dé el radio de convergencia de cada serie. 

Solución 

a) Sea z — 1 = u. Así, z = 1 + u y 


*2z 


/?2+2u 0 2 „2 

-2u 


, , „ , (2 u? , (2u) 3 , (2n) 4 , 

l+2« + —+ — + — +■ 


g" _ g _ e 2 ií = e 
(Z — l) 3 M 3 U 3 M 3 

e 2 2e 2 2e 2 4e 2 2e 2 

- 3 3" 7 - 7Z2 3" i—r 3 —t—I —.3 (z — 1 ) + 


(z — 1 ) 3 (z — l) 2 z — 1 3 

z = 1 es un polo de orden 3, o triple polo. 

La serie converge para todos los valores de z ¥= 1. 


b ) Sea z + 2 = uoz=u — 2. Entonces 


(z — 3) sen — i — = (u — 5) sen- = (u — 5) 
z + 2 u 


1 1 1 

u 3! u 3 5! n 5 


_5_J_ 1 

u 3! m 2 3! u 3 5! n 4 


= 1 - 


1 5 1 

r + -—r + - 


c) 


z + 2 6(z + 2) 2 6(z + 2) 3 120(z + 2) 4 

z = —2 es una singularidad esencial. 

La serie converge para todo valor de z ¥= —2. 

z — senz_ 1 
A “ 23 


z 3 z 3 z 7 

; ~~ 1 z “ 3! + 5! ~~ 7! + ' 


1 


3 5 7 

Z Z Z 

3! _ 5! + 7! 


= 1_^ z"_ 

3! 5! + 7! 
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Z = 0 es una singularidad removible. 

La serie converge para todo valor de z. 


d) Sea z + 2 = u. Entonces 
Z 


u — 2 2 — u 


2 — u 


(z + l)(z + 2) (u - 1 )u 


1 — u 


— —t- 1 + u + u + • • ■ —-— 

u z + 2 


-u u H~ u H - • • • 


+ 1 + (z + 2) + (z + 2) 2 + ■ 


z = —2 es un polo de orden 1, o polo simple. 

La serie converge para todo valor de z tal que 0 < |z + 2| < 1. 

é) Sea z — 3 = u. Así, de acuerdo con el teorema del binomio, 

1 _ i 1 

z 2 (z - 3) 2 “ u 2 (3 + uf ~ 9m 2 (1 + u/3) 2 


1 

9 u 2 

1 


1 + <- 2 ,© 

2 


+ - 


(—2)(—3) /w\ 2 , (—2)(—3)(—4) ( us 3 


2 ! 


'© 


3! 


© 


1 4 

- -}-w -)- • • • 

9m 2 27m 27 243 

_L_2 1 4(z — 3) 

9(z - 3) 2 27(z — 3) 27 243 


z = 3 es un polo de orden 2, o polo doble. 

La serie converge para todo valor de z tal que 0 < |z — 3| < 3. 


6.27. Obtenga el desarrollo de/(z) = 


1 


(z+l)(z + 3) 

a) 1 < |z| < 3, b) |z| > 3, c)0<|z+l|<2, d) |z| < 1. 

Solución 

a) Al descomponer en fracciones parciales, 

1 


en una serie de Laurent válida para: 


1 / 1 


(z+l)(z + 3) 2 \z + 1 / 2 \z + 3 


1 / 1 


Si |z| > 1, 


1 


1 


1 


2(z + 1) 2z(l + 1/z) 2z 


1 1 1 


— — 1-h^r-7+' 


Si |z| < 3, 


1 


1 


1 


2(z + 3) 6(1 + z/3) 6 


= 7 l-r + Z-^ + 


9 27 


11 1 1 

2z 2z 2 2z 3 2Z 4 ~*~ 


6 18 + 54 162 + ' 


Así, la expansión de Laurent válida tanto para |z| > 1 como para |z| < 3, es decir, 1 < |z| < 


1 


1 1 z z 2 z 3 


2z 4 + 2z 3 2z 2 + 2z 6 + 18 54 + 162 


b ) Si |z| > 1, se tiene, como en el inciso a). 


1 _ i 1 | I 1 

2(z+l) _ 2z _ 2z 2 + 2z 3_ 2z 4 + ' 


Si |z| > 3, 


1 


1 


1 


2(z + 3) 2z(l+3/z) 2z 


9 27 


^ I 1--rH- — ^-7TT + 7TT ~ ^“7 + 


1 


9 27 


2z 2 z 2 2z 3 2Z 4 


3, es 
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^ CAPÍTULO 6 Series infinitas, series de Taylor y series de Laurent 

De este modo, la expansión de Laurent válida tanto para |z| > 1 como para jz| > 3, es decir, para |z| > 3, 
es por sustracción 

1 4 13 40 

z 2 z 3 z 4 z 5 + 


c) Sea z + 1 = u. Así, 

1 

(z+lXz + 3) 


1 

1 

1 

u(u + 2) 

2m(1 + u/2) 

2 u 

1 

1 1 

-Í+8 (Z+1)_ 

1 

2(z+l) 

16 



(z+ l) 2 H- 



es válida para \u\ < 2, u 0 o 0 < |z + 11 < 2. 
d) Si |z| < 1, 

1 1 


= - (1— z + z 2 — z 3 + ■ • ■) =-zH— z 2 — z 3 + - 

2(z + 1) 2(1+z) 2 ^ ^ 2 2 2^2 ¿ 2 Z ^ 


Si |z| < 3, de acuerdo con el inciso a ), 

1 




2(z+ 3) 6 18 54 162 

Así, la expansión de Laurent buscada, válida para |z| < 1 y |z| < 3, es decir, para |z| < 1, es por sustracción 

14 13 , 40 , 

-zH- z ¿ -z +•■• 

3 9 27 81 

Ésta es una serie de Taylor. 

Desarrollo de Lagrange 

6.28. Demuestre el desarrollo de Lagrange (6.11) de la página 176. 

Solución 

Suponga que C se toma de manera que en el interior de C sólo exista un cero simple de z = a + £(J)(z). Así, de 
acuerdo con el problema 5.90 de la página 167, con g(z) = z y f(z) = z — a — £<í>(z), se tiene 


1 

z = — <pw 

2m 


i - m*) 


w — a — £0(w) 


dw 


2 vi 45 


-{i -m*)} 


dw 


1 — £<£(w)/(w — a) 

= 7 ^—. <> — — {1 - £</>V)}| ¿ C4> n (w)/(w - a) n \ dw 


2777 j w — a 

c 


2m ® 


OO yfl 

—dw + Tf-, 

— n f 2 Til 


W 

w — a 



w(f> n (w ) 

W(j) n l {w)4>\w) 


(w — a)' ,+l 

(w - a)" 


dw 


= *- £ 


r_ 

2 ni 


' w d 

4> n M 

J n dw 

( w-a)" 


dw = a + Y, 


r 

2nin 


(w - a)" 


dw 


00 yn j n— 1 


Continuación analítica 

oo oo _ jyi 

6.29. Muestre que las series a) y b) ^ —— son continuaciones analíticas una de la otra. 

n= o 2 ,,+ n = 0 (2 — i) n+ 
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Problemas resueltos 


Solución 


a) De acuerdo con el criterio del cociente, la serie converge para |z| < 2 (sombreada en la figura 6-6). En esta 
circunferencia, la serie, que es una serie geométrica cuyo primer término es \ y cuyo radio es z/2, puede 
sumarse y representa la función 

1/2 _ 1 
1 - z/2 “ 2^z 

b ) De acuerdo con el criterio del cociente, la serie converge para 
|(z — 0/(2 — 01 < 1, es decir, |z — i\ < -J5 (véase la figura 6-6). 

En esta circunferencia, la serie, que es una serie geométrica cuyo 
primer término es 1 /(2 — i) y cuyo radio es (z — 0/(2 — i), puede 
sumarse y representa la función 

1/(2 - 0 1 
1 — (z — 0/(2 — 0 2 — z 

Como estas series de potencias representan la misma función 
en la región común a los interiores de las circunferencias |z| = 2 
y |(z - 01 = \/5, se sigue que son continuaciones analíticas una Figura 6-6 

de la otra. 

6.30. Demuestre que la serie 1 + z + z 2 + z 4 + z 8 + ■ ■ ■ = 1+ y//L 0 z 2 " no puede continuarse analíticamente 
más allá de |z| = 1. 

Solución 

Sea F(z) = 1 + z + z 2 + z 4 + z 8 + ■ • •• Así, 

F(z) = z + F(z 2 ), F(z) = z + z 2 + F(z 4 ), F(z) = z + z 2 + z 4 + F(z 8 ) + ■ ■ ■ . 

De lo que resulta claro que todos los valores de z dados por z = 1, z 2 = 1, z 4 = 1, z 8 = 1,... son singularidades 
de F(z). Todas estas singularidades se encuentran en la circunferencia |z| = 1. Con cualquier arco pequeño de esa 
circunferencia, habrá una cantidad infinita de singularidades. Estas singularidades representan una barrera infran¬ 
queable y, por tanto, la continuación analítica más allá de |z| = 1 es imposible. La circunferencia |z| = 1 constituye 
una frontera natural. 



Problemas diversos 


6.31. Sea [f],(z )}, k = 1,2, 3,... una sucesión de funciones analíticas en una región 1Z. Suponga que 

00 

k=l 

es uniformemente convergente en 7Z. Demuestre que F(z) es analítica en 7 Z. 

Solución 


Sea S n (z) = YTk=\ fk(.z). Por definición de convergencia uniforme, dado un e > 0 puede hallarse un entero positivo 
N que dependa de e y no de z tal que para toda z en 1Z, 

|F(z) — S„(z)| < e para toda n > N (1) 

Ahora suponga que C es una curva simple cerrada contenida por completo en 72. y denote por L su longitud. Así, 
de acuerdo con el problema 6.16, como/ t (z), k = 1, 2, 3,... son continuas, F(z) también es continua, de manera 
que | c F(z) dz existe. Asimismo, con (1), se ve que, para n > N, 


n 


O 

c 


F(z) dz - ^ O f k (z)dz 


k=\ 


o{F(z) — S n (z)}dz 
c 
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CAPITULO 6 Series infinitas, series de Taylor y series de Laurent 

Como e puede hacerse tan pequeña como se desee, se ve que 

00 

F(z)dz = ^2 o f k (z)dz 
c k=l í 

Pero de acuerdo con el teorema de Cauchy, § c fk(z) dz = 0. Por tanto, 

c) F(z) dz = O 
c 

y de esta manera, de acuerdo con el teorema de Morera (página 145, capítulo 5), F(z) debe ser analítica. 

6.32. Demuestre que una función analítica no puede ser acotada en la vecindad de una singularidad aislada. 

Solución 

Sea f(z) analítica en el interior y sobre una circunferencia C de radio r salvo en la singularidad aislada z = a, que 
se toma como centro de C. Así, de acuerdo con el teorema de Laurent,/(z) tiene un desarrollo de Laurent 


f(z) = V a k (z - af 

k =—oo 

donde los coeficientes a k están dados por la ecuación (6.7) de la página 174. En particular, 


1 

n — ~ ^ 

2 777 


ñz) 


(z - a) 


-«+l 


dz n = 1, 2, 3,.. 


(D 


(2) 


Ahora, si |/"(í;)| < M para una constante M, es decir, si f{z) es acotada, entonces, de acuerdo con (2), 


“ 277 


i>(z-á) n x f(z)dz 


< — r" 1 ■ M ■ 2nr = Mr" 
2n 


Por tanto, como r puede hacerse arbitrariamente pequeña, se tiene a_„ = O, n - 1,2, 3,..., es decir, a_ ¡ = a_ 2 = 
a_ 3 = ... = O, y la serie de Laurent se reduce a una serie de Taylor en tomo a z = a. Esto muestra que f(z) es 
analítica en z = a de manera que z = a no es una singularidad, lo que contradice la hipótesis. Esta contradicción 
muestra que, en la vecindad de una singularidad aislada, f(z) no puede ser acotada. 


6.33. Demuestre que si z ¥= O, entonces 


donde 




= ¿ J„(a)z n 


277 


cos(«0— asen 9)d0 n = 0,1,2 ,... 


Solución 

El punto z = 0 es la única singularidad finita de la función e I / 2 “te- 1 A) por tanto, para la función debe haber un 
desarrollo en una serie de Laurent de la forma 


,l/2a(z-l/z) 


= 


(D 


que es válida para |z| > 0 . De acuerdo con la ecuación (6.7) de la página 174, los coeficientes J n (a) están dados 
por 


Jn(a) = ()> 

2tti 


„l/2a(z-l/í) 


7 / 1+1 


dz 


(2) 


donde C es cualquier curva simple cerrada que tenga z = 0 en su interior. 
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Problemas resueltos 


En especial, si C se elige como una circunferencia de radio 1 con centro en el origen, la ecuación de C es |z| = 1 
o z = e ,e . Entonces (2) se convierte en 


2m 


l/2or(e' e -e-' 9 ) 1 

- ie' e d 6 = —— 

e ¡(n+l)6 2 tt 


ti dd 


1 

27 T 


0 
277 


0 

277 


cos(a sen 0 — nO)dQ + 


2tt 


sen(a; sen 0 — nO) dO = 


2tt 


eos (nO — a sen 0) dO 


o 

p2.1T 


al aprovechar que I = | () n sen(a sen 6 — nd) cW = 0. A este último resultado se llega debido a que, con 6 = 2tt — <f>, 
se encuentra que 

277 277 


I = 


sen (—a sen (f> — 2mi + n4>)d<f> = — 


sen(a sen cf> — n<fi) d(f> = —/ 


de manera que I = — I e / = 0. Con lo que se demuestra el resultado deseado. 

La función J n (a ) se conoce como función de Bessel de primera clase de orden n. 

En el capítulo 10 se verá más sobre las funciones de Bessel. 

6.34. Los polinomios de Legendre P n (t), n — 0, 1, 2, 3, ... se definen mediante la fórmula de Rodrigues 

Pn(t) = l) n 

2 n n\ dt n 

a) Demuestre que si C es cualquier curva simple cerrada que encierre el punto z — t, entonces 

(z 2 - 1 )" 


F>n( ' t) 2iri' 2 n ° (z-t) 


n+1 


dz 


Esta fórmula se conoce como representación de Schlaefli o fórmula de Schlaefli para P n (t). 
b) Demuestre que 


Pn(t) = 2~ 
277 


(í + Ví 2 -1 eos er de 


Solución 



_ i i 
2 " 27 ri 


cz 2 - ir 

(z - 0" +I 


dz 
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CAPITULO 6 Series infinitas, series de Taylor y series de Laurent 

b) Si se elige C como círculo con centro en t y radio \t 2 — 1|, como se muestra en la figura 6-7, una ecuación 
para C es |z — t\ = -J\ t 1 — 1| oj = f+ Vi 2 — le' 6 , 0 < 0 < 2i t. Con esto en el inciso a) se tiene 

2tt 


Pn(t) ~ 2" ' 2t tí 


de 


1 1 

2" 2tt 

1 1 

2" 2tt 

1 1 

2" 2tt 


o 

2tt 


0 

2tt 


0 

2tt 


0 


{(t + Vi 2 - le w ) 2 - 1 }Ví 2 - 1 ie ie 

(Vf 2 ^ 7 Te ie ) n+i 

{(t 2 - 1) + 2íV? 2 - le' 6 + (t 2 - l)e 2ie } n e~ inB 
( r 2 - \) n ' 2 

{(/ 2 - l)e~ ie + 2ts/t 1 - 1 + (í 2 - 1 )e w }" 

(í 2 - \) n ' 2 

{2fVí 2 - 1 + 2(/ 2 - 1) eos 0}" 

(í 2 - 1)" /2 


dd 


de 


de 


1 

277 


2tt 


(t + Vi 2 - 1 eos 0)" de 


En el capítulo 10 se ve más sobre polinomios de Legendre. 


PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


Sucesiones de funciones y series de funciones 


6.35. Con la definición, demuestre: 


a) lím ——— = 3, b) lím = 0. 

h —^oo n -\- z n->co 


6.36. Sean lím,^ u n (z) = U(z) y lím n ^ v n (z) = V(z). Compruebe que a) lím,,^ { u n (z) ± v n (z) 1 = U(z) ± V(z), 
tí) lím„^„ { u n (z)v n (z)} = U(z)V(z), c) lím,,^ u„(z.)/v n (z) = U(z)/V(z) si V(z) ^ 0. 


6.37. 

6.38. 


00 

+ ■ ■ ■ = ^ ’ n converge para |z| < 2 y tí) encuentre su suma. 

2 " 

a) Determine el conjunto de valores de z para los que la serie ( — l)"(z" + z ,I+1 ) converge y b) encuentre su 
suma. 


1 z zr 

a) Verifique que la serie - + ^ ^ 


6 . 39 . a) ¿Para qué valores de z converge la serie i 1 /(z 2 + 1)" Y b) ¿cuál es su suma? 

6 . 40 . Suponga que lím,,^ \u n (z.)\ = 0. Demuestre que lím,,^ u n (z) = 0. ¿Lo contrario es verdadero? Justifique su 
respuesta. 

6 . 41 . Demuestre que, para toda z finita, lím,,^ z n /n ! = 0. 

6 . 42 . Sea {«„}, n = 1, 2, 3, ... una sucesión de números positivos cuyo límite es cero. Suponga que \u n (z)\ < a n para 
n = 1,2, 3,.... Demuestre que lím,,^ u n (z) = 0. 

6 . 43 . Demuestre que si a una serie se le agrega o se le elimina un número finito de términos, esto no afecta a la 
convergencia o divergencia de la serie. 

6.44. Sean S„ = z + 2z 2 + 3z 3 + ■ ■ ■ + nz’\ T„ = z + z 2 + z 3 + ■ • ■ + z". a) Muestre que S n = (7j, - «z" +1 )/( 1 - z). 
tí) Con el inciso a) halle la suma de la serie n z" y determine el conjunto de valores en los que la serie 
converge. 

6 . 45 . Encuentre la suma de la serie Yln=o ( n + l)/2". 
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Problemas complementarios 


Convergencia absoluta y convergencia uniforme 

6.46. a) Demuestre que u n (z) = 3z + 4 z 2 /n. n= 1, 2, 3,..., converge uniformemente a 3 z para toda z en el interior de 

la circunferencia |z| = 1 . 

b ) ¿Puede ampliarse la circunferencia del inciso a)? Explique. 

6.47. a ) Determine si la sucesión u n (z) = nz/in 2 + z 2 ) [problema 6.35¿>)] converge uniformemente a cero para toda z en 
el interior de |z| = 3. b) ¿Es válido el resultado del inciso a) para todos los valores finitos de 3 ? 

6.48. Demuestre que la serie 1 + az + a 2 z 2 + • • ■ converge uniformemente a 1/(1 — az) en el interior y sobre la 
circunferencia |z| = R, donde R < 1 /M. 

6.49. Investigue la convergencia a) absoluta y b) uniforme de la serie 

z z(3 - z) z(3 - z) 2 z( 3 - z ) 3 
3 3 2 3 3 3 4 

6.50. Investigue la convergencia a) absoluta y b) uniforme de la serie del problema 6.38. 

6.51. Investigue la convergencia a) absoluta y b) uniforme de la serie del problema 6.39. 

6.52. Sea {a,,} una sucesión de constantes positivas cuyo límite es cero, y suponga que, para toda z en una región TZ, 
\u n {z) | < n,„ n = 1, 2, 3,.... Demuestre que lím,,^ u n (z) = 0 uniformemente en TZ. 

6.53. a) Demuestre que para toda z finita tal que Re{z } > 0, la sucesión u n (z) = nze nz converge a cero, y represente 
en forma geométrica esta región, b) Analice la convergencia uniforme de la sucesión del inciso a). 

6.54. Suponga que Y17=o a « Y Yl7=o convergen absolutamente. Demuestre que Yln=o donde c n = a ob„ + 
a i b n _ l + • • • + a n b 0 converge absolutamente. 

6.55. Suponga que cada una de dos series es absoluta y uniformemente convergente en TZ. Demuestre que en TZ su 
producto es absoluta y uniformemente convergente. 


Criterios especiales de convergencia 

6.56. Pruebe la convergencia de: 

n + 3 


00 i 


2 n - 1 


-i rxj uu . W í \ V* 

a) 5 2 " + 1 ’ b) S 3" - I ’ C) ]^3n 2 -n + 2' cI) '¿L ( 4n + 3’ e) S vWn + 2' 


n= 1 n= 1 

6.57. Investigue la convergencia de: 


uu. 00 / i \n w i w i 

~í n + |z| n + |z| n- + |z| " w 2 + z 


nm'/4 


6 . 58 . Investigue la convergencia de ^ —- 

n—0 £> 

6 . 59 . Encuentre la región de convergencia de: 

(z+if ^ i /z+iy ^ (-DV 

^ (n + \ )(n + 2) ’ n 2 ■ 3" \z - 1 j n\ 

6 . 60 . Investigue la región de convergencia absoluta de ^ ^ o "i) 5 /'’ ' 

00 „2mnz 

6 . 61 . Encuentre la región de convergencia de Y. 


^(«+ 1 ) 3/2 ' 


6.62. Demuestre que la serie (V« + 1 — ,/ñ) diverge aunque el término n-ésimo tienda a cero. 

6.63. Sea Aun entero positivo y suponga que, para toda n > N, \u„\ > l/(n ln tí). Demuestre que Ym=\ u " diverge. 

6.64. Demuestre la validez a) del criterio de la raíz M-ésima [teorema 6.12], b) del criterio de la integral [teorema 6.13], 
de la página 172. 


www.FreeLibros.me 























CAPITULO 6 Series infinitas, series de Taylor y series de Laurent 


6 . 65 . Encuentre el intervalo de convergencia de 1 + 2 z + z 2 + 2z 3 + z 4 + 2z 5 + • • • . 

6.66. Demuestre el criterio de Raabe (teorema 6.14), de la página 172. 

1 


6 . 67 . Pruebe la convergencia de: a) 


2 2-7 2-7-12 

C) 5 + 5- 10 + 5- 10- 15 + ' 


1 1 


2hr2 3hr3 4hr4 

, ln2 In3 ln4 
, <«-+-+-+- 


, 1*4 1 . 4*7 

b) -~\ -1-F ■ 

5 5-8 5 - 8-11 


Teoremas sobre convergencia uniforme y series de potencias 

6.68. Para las series siguientes, determine la región en la que la serie es uniformemente convergente: 


00 „n 00 /_ -\2n 

n= 1 ^ n= 1 


tí (" + 

6 . 69 . Demuestre el teorema 6.20, de la página 172. 


\/w + 1 

tí n2 + w 2 


<o£ 


6 . 70 . Enuncie y verifique los teoremas para sucesiones análogos a los teoremas para series 6.18, 6.19 y 6.20, de la 
página 172. 


6 . 71 . a) Mediante diferenciación de ambos lados de la identidad 

1 

1 - z 


= 1 + z + z 2 + z 3 + • 


Izl < 1 


encuentre la suma de la serie nz " P ara W < 1- Justifique todos los pasos. 

b) Encuentre la suma de la serie « 2 z" P ara |z| < 1. 

6.72. Sea z real y tal que 0 < z < 1, y sea u„(z) = nze ~ nz ~'. 


a) Encuentre lím 


u n (z ) dz, b ) Encuentre 


lím u n (z)\ dz. 

n->- oo ) 


b) Explique por qué las respuestas de los incisos a) y tí) no son iguales [véase el problema 6.53]. 

6.73. Demuestre el teorema de Abel [teorema 6.24, página 173]. 

6.74. a) Demuestre que 1/(1 + z 2 ) = 1 — z 2 + z 4 — z 6 + ■ ■ ■ para |z| < 1. 

tí) Si se elige la rama de/(z) = tan -1 z en la que /(O) = 0, con el inciso a) compruebe que 


tan 1 z — 


dz z 3 z 5 z 7 

- =7 - 1 -(- • 

1 + z 2 3 5 1 


7r 111 

c) Demuestre que — = 1 — - 4-F ■ ■ - . 

4 3 5 7 

6 . 75 . Demuestre el teorema 6.25, de la página 173. 

6 . 76 . a) Determine 7(z) = Ylto a " z '‘ ta ^ O 116 P ala t0( ^ a J en l J l — T'(z) = 7(z), 7(0) = 1. Indique los teoremas 

empleados y verifique que el resultado sea una solución. 

b) ¿Es válido el resultado del inciso a) en el exterior de |z| < 1? Justifique su respuesta. 

c) Muestre que 7(z) = e z satisface la ecuación diferencial y la condición del inciso a). 

d) ¿Puede identificarse la serie del inciso a) con e z ? Explique. 

6 . 77 . a) Dada la ecuación diferencial 7"(z) + 7(z) = 0, 7(0) = 0, 7'(0) = 1, emplee métodos para series a fin de obtener 

la expansión de la serie 

z 3 z 5 z 7 

sen z = z— - + - — 7! + ... 


b) ¿Cómo se obtiene una serie correspondiente a eos z? 
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Problemas complementarios 


Teorema deTaylor 

6.78. Obtenga el desarrollo de las funciones siguientes en una serie de Taylor en torno al punto indicado y, en cada caso, 
determine la región de convergencia. 

d)e~ z \z = 0 c) 1/(1 + z); z = 1 e) ze 2z ; z = -1 

b) eos z; z = tt/ 2 d) z 3 — 3z 2 + 4z — 2; z = 2 

6.79. Suponga que las funciones siguientes se desarrollan en una serie de Taylor en torno al punto indicado. ¿Cuál sería 
la región de convergencia? No realice la expansión. 

a) sen z/(¿ + 4); z = 0, c) (z + 3)/(z — l)(z — 4); z — 2, e) e z /z(z - 1); z = 4 i, g ) sec ttz; z = 1 

b) z/{e z + 1 ); z = 0 , d) e~ z ~ senh(z + 2 ); z = 0 , f) z coth 2 z; z = 0 . 

6.80. Verifique las expansiones 1, 2 y 3 para e z , sen z y eos z, de las páginas 173 y 174. 


6.81. 

z 6 ,10 ,14 

Muestre que sen z 2 = z 2 - V + + .. 

|z| < oo. 




6.82. 

z 3 z 5 a 

Demuestre que tan -1 z = z — y + y — y+- 

kl < 1 - 

6.83. 

z 3 2 z 5 


Muestre que a) tan z = z + y + — + • • ■, 

|z| < ir/ 2 , 


z} 5z 4 1 z 7z 3 

¿>) sec z = 1 + + — H , |z| < tt/ 2 , c) esc z = - + - + —- H-, 0 < |z| < ir 

2 24 z 6 360 

6 . 84 . Al sustituir z por iz en la expansión del problema 6.82, obtenga el resultado del problema 6.23c), de la página 
185. 


6.85. ¿Cómo se obtiene una serie para a) tanh z, b) sech z, c) csch z a partir de las series del problema 6.83? 

6 . 86 . Demuestre la unicidad de la expansión de la serie de Taylor de/(z) en torno a z = a. 

[Sugerencia: Suponga que /(z) = ^“ = o c n (z — a) n = Yln=o — d) n y muestre que c„ = d n , n = 0, 1, 2, 3,... .] 

6.87. Demuestre el teorema 6.6 del binomio, de la página 174. 

6 . 88 . Suponga que se elige la rama de Vi + z 3 con el valor 1 para z = 0. Muestre que 


Vi +. 


, 1, 1-3 6 1-3-5 o 

:=1 -rf+^Z 6 - ~ 9 


2-4 


2-4-6 


z T- • 


\z\ < 1 


6 . 89 . 


a) Elija la rama de sen 3 z en la que se tiene el valor cero para z = 


_! 1 z 3 1 • 3 z 5 1-3-5 

sen z = Z + - — + -—- — + -—-— 7 
¿3 2-45 2-4-6 


0. Muestre que 

z 7 

-+■■■ |z| < 1 


b) Demuestre que el resultado del inciso a) es válido para z = i. 

6 . 90 . a) Obtenga el desarrollo de/(z) = ln(3 — iz) en una serie de potencias de z — 2 i, al elegir la rama del logaritmo 
en la que/(0) = ln 3, y b ) determine la región de convergencia. 

Teorema de Laurent 


6.91. Obtenga el desarrollo de/(z) = 1 /(z — 3) en una serie de Laurent válida para a) |z| < 3, b) |z| > 3. 

z 

6.92. Obtenga el desarrollo de /(z) =-en una serie de Laurent válida para: 

(z - 1)(2 - z) 

a) |z| <1, b) 1 < |z| < 2, c) |z| >2, d) \z — 1| > 1 , e) 0 < |z — 2| < 1 . 
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CAPÍTULO 6 


Series infinitas, series deTaylor y series de Laurent 


6.93. Obtenga el desarrollo de/(z) = 1/z (z — 2) en una serie de Laurent válida para a) 0 < |z| < 2, b) |z| > 2 . 

6.94. Encuentre un desarrollo de/(z) = z/(z 2 + 1) válido para |z — 3| > 2. 

6.95. Encuentre un desarrollo de/(z) = 1 /(z — 2 ) 2 en una serie de Laurent válido para a) |z| < 2, b) |z| > 2. 

6.96. Obtenga el desarrollo de las funciones siguientes en una serie de Laurent en torno a z = 0, e indique en cada caso 
el tipo de singularidad. 

a) (1 — eos z)/z, b) e z /z 3 , c) z _1 cosh z _1 , d) z}e~~ 

6.97. Suponga que tan z se desarrolla en una serie de Laurent en torno a z = 7 t/ 2 . Muestre que: a) la parte principal 
es — l/(z — ir/2), tí) esta serie converge para 0 < |z — 7 t/ 2 | < tt/ 2, c) z = 7 r /2 es un polo simple. 

6.98. Determine y clasifique todas las singularidades de las funciones: 

a) 1/(2 senz — l) 2 , tí) z/{e l ^ z — 1 ), c) cos(z 2 + z~ 2 ), d) tan~'(z 2 + 2 z + 2 ), e) z/{e z - 1 ). 

6.99. a) Desarrolle/(z) = e z ' {z ~' 1) en una serie de Laurent en torno a z = 2 y tí) determine la región de convergencia de 
esta serie, c) Clasifique las singularidades de/(z). 

6.100. Establezca el resultado (6.7), de la página 174, sobre los coeficientes en una serie de Laurent. 

6.101. Demuestre que las únicas singularidades de una función racional son polos. 

6.102. Demuestre el recíproco del problema 6.101, es decir, si las únicas singularidades de una función son polos, la 
función debe ser racional. 


Desarollo de Lagrange 

6.103. Muestre que la raíz de la ecuación z = 1 + í¡z p que es 1 para ( = 0, está dada por 


, , j. , 2p 2 (3p)(3p - 1) 3 (4p)(4p - 1)(4 p - 2) 4 

z=1 +£+ 2!^ +- 3 ]-í +-4i-í +'•■ 

6.104. En el problema 6.103, calcule la raíz si p = I /2 y / = I. a) mediante una serie y b) exactamente. Compare las 
dos respuestas. 

6.105. Con la ecuación z = a + \ £(z 2 — 1), muestre que 


1 

y/\ -2a£+? 


1 + V^(a 2 

2 "n! da" v 

n= 1 


ir 


6.106. Muestre que el desarrollo de Lagrange sirve para resolver el problema de Kepler de determinar la raíz de 
z = a + ¿¡ sen z para la cual z = a cuando / = 0 . 

6.107. Demuestre el desarrollo de Lagrange, fórmula 6.11, de la página 176. 


Continuación analítica 

6.108. a) Demuestre que 




z + i 
1 + i 


es una continuación analítica de F i (z) = Y17=o z "> Y muestre gráficamente las regiones de convergencia de la 
serie. 

b) Determine la función representada por todas las continuaciones analíticas de F^z). 

00 ji+i 

6.109. SeaF,(z) = ^—. 

n =0 ** 

a) Encuentre una continuación analítica de F x (z) que converja para z = 3 — 4¿. 

b) Determine el valor de la continuación analítica del inciso a) para z = 3 — 4 i. 

6.110. Compruebe que la serie z 1! + z 2! + z j! + • • ■ tiene la frontera natural |z| = 1. 


www.FreeLibros.me 








Problemas complementarios 


Problemas diversos 

6.111. a) Demuestre que 1 /n p diverge si la constante p < 1. 

tí) Verifique que si p es complejo, la serie del inciso a) converge si Re{¿>} > 1. 
c) Investigue la convergencia o divergencia de la serie del inciso a) si Re [p } < 1. 

6.112. Demuestre la convergencia o divergencia: 

y/ñ 


a) J2 


n + i 


c) Y «sen '(l/n 3 ) 


b) Y — 


n + sen“n 


*—! ie n + (2 — i)n 

n= 1 ' 7 




(0" 
«ln n 


é) coth 1 , 

n= i 
00 

/) Y ne ~" 2 


6.113. Para mostrar que YZoo = 0> Euler presentó el argumento siguiente: 


7 00 - i i i -°° 

-Y= z +e+^+...=Tf, -^ T = 1 -i 7T =i+i+4+- = ¿z" 

1 - z z r' z -1 1 -1 Z z z 2 V 


Después, al sumar, z" = 0. Explique la falacia. 

6.114. Demuestre que para |z— 1| < 1, zlnz = (z — 1) + 

6.115. Obtenga el desarrollo de sen 3 z en una serie de Maclaurin. 


(z-1) 2 (z-1) 3 , (z-1) 


2-3 


+ - 


3-4 


6.116. En la serie v + 


r + 


+ 


+ ■ 


1+z 2 (1+z 2 ) 2 (1+z 2 ) 3 

á) Muestre que la suma de los n primeros términos es S n (z) = 1 + z 2 — 1/(1 + z 2 )' 1-1 . 

b) Muestre que la suma de la serie es 1 + z 2 para z ^ 0, y 0 para z = 0; y por ende, que z = 0 es un punto de 
discontinuidad. 

c) Muestre que en la región |z| < 5, donde 5 > 0, esta serie no es uniformemente convergente. 


6.117. Si F(z) = 


3z — 3 


encuentre una serie de Laurent F(z) en tomo a z = 1 que converja para 5 < |z- 1| < E 


(2z — l)(z — 2) 

6.118. Sea G(z) = (tan -1 z)/z 4 . a) Desarrolle G(z) en una serie de Laurent. b) Determine la región de convergencia de la 
serie del inciso a), c) Evalúe § c G(z) dz, donde C es un cuadrado con vértices en 2 + 2 i, — 2 + 2 i. 

6.119. Considere las funciones ze l ^~, (sen 2 z)/z, l/z(4 — z), las cuales tienen singularidades en z = 0: 

a) dé un desarrollo en una serie de Laurent en torno a z = 0 y determine la región de convergencia; 
tí) indique en cada caso si z = 0 es una singularidad removible, una singularidad esencial o un polo; 
c) evalúe la integral de la función en torno a la circunferencia |z| = 2. 

00 1 

6.120. a) Investigue la convergencia de ^ \+\/„ - b) ¿Contradice su respuesta al inciso a) del problema 6.8? 

6.121. a) Muestre que la serie siguiente, donde z = x + iy, converge absolutamente en la región limitada por sen 2 * + 
senh 2 y = 1: 

senz sen 2 z sen J z 
l 2 + 1 + 2 2 + 1 + 3 2 + 1 + " ' 


b) Represente en forma gráfica la región del inciso a). 

6.122. Si |z| > 0, demuestre que cosh(z + 1/z) = c 0 + c¡(z + 1/z) + c 2 (z 2 + 1/z 2 ) + • ■ 


,donde 


1 

2ir 


cos«<j>cosh(2 eos 4>)d(f> 
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•EM CAPITULO 6 Series infinitas, series de Taylor y series de Laurent 


6.123. Si f(z) tiene ceros simples en 1 — i y en 1 + i, polos dobles en — 1 + i y en — 1 — i, pero ningunas otras 
singularidades finitas, demuestre que la función debe estar dada por 


f(z) = k 


z 2 -2z +2 
(z 2 + 2z + 2) 2 


donde k es una constante arbitraria. 


^ . ,, z 2! 1 ! 2 sen(mr/4) „ 

Demuestre que para toda z, e sen z = 2_^ -j- i ■ 


6.124. 

6.125. 

6.126. Investigue la convergencia uniforme de la serie ^ 


Muestre que ln 2 = 1 — ' + i — | y justifique todos los pasos. [ Sugerencia: Use el problema 6.23.] 


[1 + (n — l)z][l + nz] 

[Sugerencia: Descomponga el término n-ésimo en fracciones parciales y muestre que la u-ésima suma parcial es 
Sn(z)= 1 - (1/1 + nz).] 

6.127. Si la serie 1 — | + i — | + • • • converge a S, demuestre que la serie reordenada 

11111111 3 

1+ 3“2 + 5 + 7“4 + 9 + n“6 + '"“2 5 - 

Explique. 

[Sugerencia: De la primera serie tome \ y escríbalo como 0 + | + 0 — | + 0 + ^ + • • •; después sume término 

por término con la primera serie. Observe que S = ln 2, como se muestra en el problema 6.125.] 

6.128. Demuestre que la serie hipergeométrica 

t a ■ b i a(a + \)b{b + 1) , i a(a + l)(a + 2)b(b + \)(b + 2) 3 
+ T^c Z+ 1 - 2-c(c+ 1) ' + 1 • 2 • 3 • c(c + 1 )(c + 2) Z + "' 

a) converge absolutamente si |z| < 1, 

b) diverge para |z| > 1, 

c) converge absolutamente para z = 1 si Re {a + b — c] <0, 

d) satisface la ecuación diferencial z(l — z)Y" + [c — (a + b + 1 )z}Y' — abY = 0. 

6.129. Demuestre que, para |z| < L 

_! ,2 _2 2 z 4 2 • 4 z 6 2 • 4 • 6 z 8 

(sen 1 z) 2 = zr + - • — + -—- • — + -—• — + • ■ 


323-53 3-5-7 4 


Demuestre que 1 /n 1+I diverge. 

lili 


Muestre que— + +... = 2 ln2-l. 


6.130 

6.131 

6.132. Localice e indique el tipo de todas las singularidades de 

6.133 


z 6 + l 


(z — 1) 3 (3 z + 2) 2 
Utilizando sólo propiedades de las series infinitas, demuestre que 




, a 2 a 3 

a) i 1 + a + ^y+g[ + " 


¡I 


b) ^ 1_ 2! + 4!“6! + " 


b 2 b 3 ] [ (a + b) 2 

l+ b + ¿j+y+ -\-y+(a + b) + — —+•• 


= 1 


+ U “3! + 5!“7! + ' 


6.134. Suponga que /(z) = o a " z " converge para \z[ < R y que 0 < r < R. Verifique que 


1 

2ir 


\f(re' e )\ 2 dO = '¿T\a n \ 2 r 2 


n =0 
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Problemas complementarios 


6.135. 

6.136. 

6.137. 

6.138. 

6.139. 

6.140. 

6.141. 


6.142. 

6.143. 


6.144. 

6.145. 


6.146. 

6.147. 

6.148. 

6.149. 

6.150. 



Con el problema 6.134, demuestre la desigualdad de Cauchy (página 145), a saber, 

l/<" ) (0)|^ n = 0,1,2,... 


Suponga que una función tiene seis ceros de orden 4 y cuatro polos de orden 3, 4, 7 y 8, pero no tiene ninguna otra 
singularidad en el plano finito. Demuestre que la función tiene un polo de orden 2 en z = oo. 

Determine si las funciones siguientes son enteras, meromórficas o ninguna de las dos cosas: 

a) z 2 e~ z , c) (1 — cosz)/z, é) zsen(l/z), g) sen sfz/Jz 

b ) cot2z, d) coshz 2 , f) z+ 1/z, h) sen z 

Sea — ir < 0 < ir. Demuestre que ln(2cos 0/2) = eos 6 — - eos 26+ - eos 3 6 — - eos 40 4- 

a) Obtenga el desarrollo de 1 /ln(l + z) en una serie de Laurent en torno a z = 0 y b) determine la región de 
convergencia. 

Sea S(z) = a 0 + a¡z. + a 2 z 2 + • • •. Con las restricciones necesarias, demuestre que 

S(z) 


1 - z 


— cío + (ao + fli)z + (fio + r¡i + a 2 )z + ■ 


Muestre que la serie siguiente a) no es absolutamente convergente, pero b ) es uniformemente convergente para 
todos los valores de z. 


1 


1 1 

: + ■ 


1 


l + |z| 2+lzl 3 + |z| 4-Hzl 




Demuestre que z "/ n converge en todos los puntos de |z| < 1, excepto en z = 1. 

Compruebe que la solución de z = a + £<r, que tiene el valor a en < = 0, está dada por 


An”-'e"“r 

z = a+) -;- 

n\ 

n= 1 

si \£\ < | e - (a+1) |. 

eos 26 eos 3 6 

Encuentre la suma de la serie 1 + eos 6 H-—-1-—- )-•••. 

Sea F(z) analítica en el plano finito y suponga que F(z) tiene periodo 2 t t, es decir, F(z + 2ir) 
que 2 t r 

F(z) = Y a n e mz donde a„ = — F(z)e~ lnz dz 
f—C 2 tt 

" o 

Esta serie se llama serie de Fourier para F(z). 

Demuestre que la serie siguiente es igual a ir/4 siO<0<Trya—ir/4si—7r<0<O: 

sen 0+^-sen30+^sen504- 


F(z). Demuestre 


Demuestre que |z| = 1 es una frontera natural para la serie ^“ =0 2 ,! z 3 ". 

Suponga que/(z) es analítica y no idéntica a cero en la región 0 < |z — Zo| < F, y suponga que límj^;, 0 /(z) = 0. 
Demuestre que existe un entero positivo n tal que/(z) = (z — z 0 ) n g(z), donde g(z) es analítica en z 0 y diferente 
de cero. 

Suponga que/(z) es analítica en una vecindad agujerada de z 0 y que lím-^ z0 |/(z)| = oo. Demuestre que z = Zo es 
un polo de/(z). 

Explique por qué el enunciado del problema 6.149 no es válido para f(x) = e 1/,A ~, donde x es real. 
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9 CAPÍTULO 6 


Series infinitas, series deTaylor y series de Laurent 


6.151. 

6.152. 

6.153. 

6.154. 

6.155. 

6.156. 

6.157. 

6.158. 

6.159. 

6.160. 


6.161. 


6.162. 


6.163. 


a ) Muestre que la función/(z) = e x ' z puede tomar cualquier valor excepto cero. 

b ) Analice la relación entre el resultado del inciso a) y el teorema de Casorati-Weierstrass y el teorema de 
Picard. 

a) Determine si la función g(z) = z 2 — 3z + 2 puede tomar un valor complejo. 

b) ¿Existe alguna relación entre el resultado del inciso a) y los teoremas de Casorati-Weierstrass y de Picard? 
Explique. 

Compruebe el teorema de Casorati-Weierstrass planteado en la página 175 [Sugerencia: Aproveche que si z = a 
es una singularidad esencial de/(z), es también una singularidad esencial de 1/ [f(z) — A}.] 

a ) Demuestre que a lo largo de un rayo a través de z = 0, \z + e z \ —> oo. 

b) ¿Contradice el resultado del inciso a) al teorema de Casorati-Weierstrass? 

a) Demuestre que una función entera/(z) puede tomar cualquier valor, con quizás una excepción. 

b ) Ilustre el resultado del inciso a) con/(z) = e z , e indique la excepción en este caso. 

c) ¿Qué relación hay entre este resultado y los teoremas de Casorati-Weierstrass y de Picard? 


Demuestre que toda función entera tiene una singularidad al infinito. ¿Qué tipo de singularidad debe ser? Justifique 
su respuesta. 


Verifique que: 


a) 


ln(l + z) 
1 +z 


= z — 





Izl < 1 


b) {ht(l+z)} 2 = z 2 -(\+0 2 ^+( 1 +^+*)^ 4 --.-, [z| < 1 


Encuentre la suma de las series siguientes si |n| < 1: 
a) ^“ =1 na" sen«0, b) n 2 a" sennO. 

2 4 5 

Z Z 4 

Muestre que e senz = 1 + z + — — — — — -I-, |z|<°°. 

2 8 15 

E OO r\ 

z 1 ¡n converge para |z| < 1. 

b ) Muestre que la función F(z), definida como la colección de todas las continuaciones analíticas posibles de la 
serie del inciso a), tiene un punto singular en z = 1. 


c) Concilie los resultados de los incisos a) y b ). 

E OO . . , 

a n z J convergente en el interior de un círculo de convergencia de radio R. Existe un teorema que 
sostiene que la función F(z) definida por la colección de todas las continuaciones posibles de esta serie tiene al 
menos un punto singular sobre la circunferencia de convergencia, a) Ilustre el teorema mediante varios ejemplos. 
b ) ¿Puede probar este teorema? 


Muestre que 


donde 


u(r, 0) = 


R 2 — r 2 


2 TT 


U((f>)d(f) 


= a 4+ 


R 2 — 2rR cos(d — <f>) + r 2 2 


00 

W {a n eos nd+ b n sen nd} 


&n — 

7 T 


U(cl)) eos n<f>d<t>, b n =— 

7 T 


U{4>) senn(f>d(f> 


Sea 


z , , n , B 2Z 2 B 3 Z 2 
— - 7 — 1 +5lZ + ^r— + —— + ' 

e z — 1 2! 3! 
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Respuestas a los problemas complementarios 



a) Muestre que los números B n , llamados números de Bemoulli, satisfacen la fórmula de recursión (B + 1)" = 
B", donde B k se sustituye formalmente por B k , después de la expansión, b) Con el inciso a), o de alguna otra 
manera, determine B \,..., fí (v 

Z Z ( Z \ 

6.164. a) Demuestre que-= - coth— 1). 

e z — 1 2 V 2 / 

b) Con el problema 6.163 y el inciso a) muestre que B 2k +i = 0 si k = 1, 2, 3,.... 


6.165. Obtenga los desarrollos de las series 
1 

z + 3 _ 45 + "' + (2n)!z 

1 ,£_£Í_ + ...r-n" 52 " (2z) 

z 3 

c) tan z = z + - 


3 45 + ' 

' C 

: z 3 

r45 + " 


3 2z 5 

r + is + ' 

••(-1 f 

: 7 z 3 

i + 360 + ' 

■ ■ c-iy 


2n 


(2 ri)\z 


\)B ln {2zf"- 1 
(2 ri )\ 

„_i 2 ( 2 2 "-‘ - l )^,,; 2 "- 1 

(2n)! 


+ • 


|z| < ir 


|z| < ir 


\z\ < ir/2 


|z| < ir 


[Sugerencia: Para el inciso a) emplee el problema 6.164; para el inciso b) sustituya en el inciso a) z por iz\ para 
el inciso c) use tan z = cot z — 2 cot2z; para el inciso d) use esc z = cot z + tan z/ 2.] 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


6.37. 

6.38. 
6.44. 

6.49. 

6.50. 

6.51. 
6.53. 

6.56. 

6.57. 

6.58. 
6.60. 
6.65. 
6 . 68 . 

6.71. 

6.72. 
6.79. 

6.90. 

6.91. 


a) S n (z) = {1 - (z/2)"}/(2 - z), y lím n -JS n (z) existe si |z| < 2, b) S(z) = 1/(2 - z) 

a) \z\ < 1, b) 1 6.39. a) Para toda z tal que |z 2 + 1| > 1, b) 1/z 2 

b) z/(l - z) 2 , z| < 1 6.45. 4 

a) Converge absolutamente si |z — 3| < 3 o siz= 0. b) Converge uniformemente para |z — 3| < R, donde 0 <R < 3; 
no converge uniformemente en ninguna vecindad que contenga z = 0. 

a) Converge absolutamente si |z| < 1. b) Converge uniformemente si |z| < R , donde R < 1. 

a ) Converge absolutamente si |z 2 + 1| > 1. b) Converge uniformemente si |z 2 + I ¡ > R. donde R > 1. 

tí) No converge uniformemente en ninguna región que contenga z = 0. 

a) conv., b) conv., c) div., d ) conv., e) div. 

a) Diverge para toda z finita, tí) Converge para toda z. c) Converge para toda z. 
d) Converge para toda z, salvo para z = —n 2 , n = 1, 2, 3,.... 

Conv. 6.59. a) |z + i\ < 1, tí) |(z + l)/(z — 1)| < 3, c) [z| < °° 

Conv. Abs. para |z — í < 4. 6.61. Converge si Im z > 0. 

|z| < 1 6.67. a) conv., tí) conv., c) div., d) div. 

a ) |z| < R, donde R < 3, tí) |z — ¡| < 1, c) |z| > R , donde R > 1, d) toda z. 
a) z/( 1 — z) 2 [compare con el problema 6.44], tí) z(l + z)/(1 — z) 3 

2 3 

a)l/2,b)0 6.76. a)Y(z)= 1 + z + • • • 


a) |z| < 2, b) |z| < ir, c) |z — 2| < 1, d) |z| < oo, e) \z - 4¿| < 4,/) |z| < ir/2, g) \z 

(z - 2 i) 4 


s . . i(z - 2o (z - 2i) i(z - 2i) 

a) ln 5---1—-—^—h 


2 • 5 2 

, 1 1 1 , 1 3 

’ 3 9 27 81 


3 • 5 3 4 ■ 5 4 

b) z- 1 + 3z* 2 + 9z~ 3 + 27z“ 4 + 


b) |z - 2i| < 5 


1 | < 1/2 
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6.92. 


CAPITULO 6 Series infinitas, series de Taylor y series de Laurent 

1 3 , 7 , 15 , 


16' 


11 1 1 , 1 , 

¿) '" + ? + z + 1 + 2 z+ 4 r + r + '" 


3 2 7 3 

a) 2 Z 4 Z “l! 1 

_ 1 _ 3 7 15 

C ^ 2 z 2 z 3 z 4 

e) 1-2 (z - 2)- 1 - (z - 2 ) + (z - 2) 2 - (z - 2) 3 + (z - 2) 4 - 


d) -(z - l ) -1 - 2 (z - ir 2 - 2 (z - l )- 3 - ■ 


6.96. a) 


z z 3 z 5 , z 10 z 14 

■; singularidad removible d) z 2 — z 6 + punto ordinario 


2! 4! 6 ! 

1 1 


2! 3! 


z 3 / 2 z 1 ' 2 z 9 ' 2 


b ) -rl-+ + + -; P°l° de orden 3 é) z 3/2 + H-; punto de ramificación 

Z 2! 3! 4! 5! 4 ^ ' 


3! 5! 


7! 


1 


c) — ^3 + singularidad esencial 


6.98. 


6.99. 


6.104. 

6.108. 

6.115. 

6.117. 

6.118. 

6.119. 

6 . 120 . 

6.126. 

6.137. 

6.139. 

6.163. 


a) 7t/6 + 2 /n 7 r, (2/n + l) 7 r — tt/ 6, m = 0, +1, +2, ...; polos de orden 2 

b ) i/hmr, m = + 1 , + 2 , ...; polos simples, z = 0 ; singularidad esencial, z = oo; polo de orden 2 

c) z = 0 , oo; singularidades esenciales 

d) z = — 1 + puntos de ramificación 

e) z = 2/72777,7/2 = + 1 , + 2 , ...; polos simples, z = 0 ; singularidad removible, z = oo; singularidad esencial 

3 „-i , 2 2 (z- 2)- 2 , 2 3 (z-2)- 3 , 

a) el 1 + 2 (z — 2 ) H-—- 1 -—-F 


2! 3! 

b) |z — 2 | > 0 

c) z = 2 ; singularidad esencial, z = oo; singularidad removible 

2.62 a dos decimales. 6.109. b) —3 — (9/4)/ 

¿>) 1/(1 — z) 6.112. a) div., b) conv., c) conv., d) conv., é) div., /) conv. 

“ (3 — 3 2 " _1 )z 2b ~* 


E- 


4(2/7 - 1)! 


• • ■ - i(z - ir 4 + * (z - ir 3 -i(z-ir 2 + (z - ir 1 - 1 - (z - 1) - (z - i ) 2 - • • ■ 


t 1 1 , z z 3 , 

z 4 3z 5 7 


b) |z| > 0 c) —1/3 


‘' )í+ ^ ,+ í + í + ■ ;W> 0 - 2 '-t + |- - ;W 20 - ? r + ií + á + á + - ;0<w<4 

b) singularidad esencial, singularidad removible, polo, c) 2iri, 0 , ttí/ 2 
a) diverge 

No es uniformemente convergente en ninguna región que comprenda a z = 0; es uniformemente convergente en 
una región |z| > S, donde S es cualquier número positivo. 

a) entera, b) meromórfica, c) entera, d) entera, e) ninguna de las dos,/) meromórfica, g ) entera, h) ninguna de 
las dos 


1 z z z 2 89z 3 

Í 2 )- + --— + 7 ZT + ^+--- 0 < |z| < 1 

’ Z 2 12 24 720 2 


6.144. e cos *cos(sen0) 


11 1 1 

b) B, = B, = -, fi 3 = 0, fi 4 =-, S, = 0, B 6 = — 

’ 2 6 30 42 
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El teorema del residuo, 
cálculo de integrales y series 


7.1 Residuos 

Sc'd f(z) unívoca y analítica en el interior y sobre una circunferencia C salvo en el punto z = a elegido como centro 
de C. Así, como se vio en el capítulo 6, para f(z) existe una serie de Laurent en torno a z = a, dada por 


ftz ) = ci„(z- a) n 


a -1 a -2 


— flo + fli(z — a) + di(jz — a)- + ■ ■ ■ -\ -b 


z — a (z —a)‘ 




(7.1) 


donde 


dn — ~ . O 

2 7 TI 


ftz) 


(Z - d) n+l 


dz n = 0, ±1, +2,... 


(7.2) 


En el caso especial n — — 1, se tiene, de acuerdo con (7.2), 

() f(z)dz = 2 tt 


(7.3) 


Formalmente, (7.3) se obtiene de (7.1) al integrar término por término y con los resultados (problemas 4.21 y 4.22) 


o - 


dz 


2ttí p = 1 


(z — a) 1 ’ I 0 p = entero # 1 


(7.4) 


Como en (7.3) sólo interviene el coeficiente ci_\ de (7.1), a a \ se le llama residuo de /'(") en z — a. 


7.2 Cálculo de residuos 

Para obtener el residuo de una función/(z) en z = a, de acuerdo con (7.1) puede parecer necesario obtener el desa¬ 
rrollo de/(z) en una serie de Laurent en torno a z — a. Sin embargo, cuando z = a sea un polo de orden k, existe una 
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CAPÍTULO 7 El teorema del residuo, cálculo de integrales y series 


fórmula sencilla para a , dada por 


a.] = lím- 




z->a ( k — 

Si k — 1 (polo simple), la fórmula es aún más sencilla y está dada por 

fl-i = lím ( z — a) f(z) 


(7.5) 


(7.6) 


que es un caso especial de (7.5) en el que k— 1 si se define 0! = 1. 

EJEMPLO 7.1 : Si f(z) = z/(z. — I )(z + l) 2 , entonces z = 1 y z = — I son polos de orden uno y dos, respectivamente. 


Utilizando (7.6) y (7.5), con k = 2, se tiene. 

Residuo en z = les lím (z — 1) 

z^l 


(z - l)(z + 1) 


Residuo en z = — 1 es lím 


1 d 
1 1! dz 


(z+1) 2 


(z-l)(z+l)- 


Si z = a es una singularidad esencial, el residuo, en algunos casos, se halla con expansiones de series conocidas. 

EJEMPLO 7.2: Sea f(z) = e“ 1/z . Así, z = 0 es una singularidad esencial y, a partir del desarrollo conocido para e" 
con u = — 1/z, se tiene 


e _1/z = 1 - - + — - — -|- 

z 2!z 2 3!z 3 


de donde se ve que el residuo en z = 0 es el coeficiente de 1/z, que es igual a — 1. 


7.3 El teorema del residuo 

Sea f(z) unívoca y analítica en el interior y sobre una curva simple cerrada C, excepto en las singularidades a, b, 
c,... en el interior de C, las cuales tienen residuos dados por a_ b b_¡, c_¡,... [véase la figura 7-1]. De este modo, 
el teorema del residuo establece que 

o f(z)dz = 2m(a_\ + + c_i -f-) (7.7) 

c 

es decir, la integral de/(z) a lo largo de C es 2iri veces la suma de los residuos de/(z) en las singularidades contenidas 
en C. Observe que (7.7) es una generalización de (7.3). El teorema de Cauchy y las fórmulas integrales son casos 
especiales de este teorema (véase el problema 7.75). 
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7.5 Teoremas especiales para calcular integrales 



7.4 Cálculo de integrales definidas 

Las integrales definidas suelen calcularse con el teorema del residuo junto con una función adecuada/(j) y una 
trayectoria cerrada adecuada en torno a C, cuya elección suele requerir mucho ingenio. En la práctica, los tipos más 
comunes son los siguientes. 

1. J 00 ^ F(x) dx, donde F(x) es una función racional. 

Considere <j> c F(z) dz a lo largo de un contorno C que consta de una recta a lo largo del eje x desde —R 
hasta +R y del semicírculo T sobre el eje x con esa recta como diámetro [figura 7-2]. Así, sea R —> oo. Si 
F(x) es una función par, con esto se evalúa [J° F(x) dx. Véanse los problemas 7.7 a 7.10. 




Figura 7-3 


2 . 


3. 


4. 


Jy 77 G(sen 6, eos 6)d6, donde G(sen 9, eos 0) es una función racional de sen 0 y eos 0. 

Sea z — e' 6 . Así, sen 9 = (z — z~ l )/2i, eos 8 = (z + Z~ l )/2 y dz = ie l8 dO o dO — dz/iz . La integral dada 
es equivalente a <j> c F{z)dz, donde C es el círculo unitario con centro en el origen [figura 7-3]. Véanse los 
problemas 7.11 a 7.14. 

OO 

I COS 171X I 

\ dx , donde F(x) es una función racional, 
sen mx J 

— 00 

Aquí se considera | r F(z)e ,mz dz, donde C es el mismo contorno que en el tipo 1. Véanse los problemas 
7.15 a 7.17 y 7.37. 

Integrales de diversa índole en las que se tienen contornos especiales. Véanse los problemas 7.18 a 7.23. 


7.5 Teoremas especiales para calcular integrales 

Al calcular integrales como las anteriores, de tipo 1 y de tipo 3, suele ser necesario mostrar que J r F(z) dz y 
J r e' mz F(z)dz tienden a cero cuando R —> oo. Los teoremas siguientes son importantes. 

TEOREMA 7.1. Si |E(z)| < M/R k para z — Re' 6 , donde k > I y M son constantes, entonces, si L es el semicírculo 
de la figura 7-2, 


Véase el problema 7.7. 


lím 

R-> oo 


F(z) dz = 0 


r 
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CAPÍTULO 7 El teorema del residuo, cálculo de integrales y series 



TEOREMA 7.2. Si |E(z)| < M/R k para z = Re' e , donde k > 0 y M son constantes, y si T es el semicírculo de la 
figura 7-2, 


lím 

R—>oo 


e‘ mz F(z) dz = 0 


r 


Véase el problema 7.15. 


7.6 El valor principal de Cauchy para integrales 

Si F(x) es continua en a < x < b, excepto en un punto x 0 tal que a < x 0 < b, entonces, si e¡ y e 2 son positivos, se 
define 


b 

*0- 

-€i 


F{x)dx = lím 


F(x) dx + 

F(x) dx 

ei—*0 


t 


a 62-^0 


*0+<í2 


En algunos casos este límite no existe para ej e 2 , pero sí existe si se toma e 1 — e 2 — e. En tal caso. 


b 

'-^0 

-e 


F(x) dx = lím 


F{x) dx + 

F(x) dx 

e->° 




a 

. 

*0+ e 


se conoce como valor principal de Cauchy de la integral de la izquierda. 

EJEMPLO 7.3: 


1 

‘ dx 

lím 


ei 

dx 

— 5 — b 

■ 

‘ dx 

= lím 

1 

1 

x 3 ~ 

e ,^0 


X 3 

X 3 


2¿, 


-i 

e 2 ^0 


1 C 2 

€2 — ^0 




no existe, pero el valor principal de Cauchy con e¡ = e 2 = e sí existe y es igual a cero. 


7.7 Diferenciación bajo el signo de integración. Regla de Leibnitz 


Un método útil para el cálculo de integrales es el que emplea la regla de Leibnitz para la diferenciación bajo el signo 
de integral. Esta regla sostiene que: 


b 


d 

da 


F{x, a) dx = 


9F 

da 


dx 


a 


a 


Esta regla es válida si a y b son constantes, a es un parámetro real tal que < a < a 2 , donde a x y a 2 son constan¬ 
tes y F(x, a) es continua y tiene derivada parcial continua respecto a a para a < x < b, a 1 < a < a 2 . Esta regla se 
extiende a casos en que los límites ay b son infinitos o dependen de a. 
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7.10 Algunos desarrollos especiales 


78 Suma de series 

El teorema del residuo sirve para sumar varios tipos de series. Las fórmulas siguientes son válidas con restricciones muy 
leves para /(z), las cuales suelen satisfacerse siempre que la serie converja. Véanse los problemas 7.24, 7.32 y 7.38. 

00 

1 . f(n) = — {suma de todos los residuos de 7 r cot ttzJXz) en todos los polos de/(z) ¡. 

— 00 
00 

2 . (—l)"/(n) = —{suma de todos los residuos de 77 esc vzf(z) en todos los polos de/(z)}. 

— 00 

oo / 2 n | J \ 

3. f — 2 —J ~ { suma todos los residuos de 7 r tan irz f(z) en todos los polos de/(z)}. 

4. (— I )"f I ——— 1 = {suma de todos los residuos de tt sec Trzf(z) en todos los polos de/(z)}. 


79 Teorema del desarrollo de Mittag-Leffler 

1. Suponga que las únicas singularidades de/(z) en el plano finito z son los polos simples a h a 2 , «3, .. dados 
en orden creciente de su valor absoluto. 

2. Sean a¡, a 2 , « 3 , .. los residuos de/(z) en b\, b 2 , ¿ 3 ,- ■ ■ ■ 

3. Sean C N las circunferencias de radio R N que no pasan a través de ningún polo y sobre las cuales [f(z)\ < M , 
donde M es independiente de N y R N —> 00 cuando N —> 00. 

Así, el teorema del desarrollo de Mittag-Leffler establece que 


00 1 1 1 1 

m=m+ y>,—+- 

[z-a„ a n ¡ 


710 Algunos desarrollos especiales 


1/1 1 1 

L CSC Z — 2zí ^—3 - z 2_ 47T 2+ z 2_ 97]2 


2 . secz = n 


1 


- + - 


(77/2) 2 -Z 2 (377/2 ) 2 -Z 2 (577/2 ) 2 -Z 2 

1 


, 1 1 

3. tanz = 2z -——^- 7 + ———~ -r + 


( 77 / 2)2 -z 2 ■ (377 -/ 2 )“ — z 2 ' ( 577 / 2)2 -z : 


2 ,2 


32 _ rZl 


1/1 1 1 

4. COt Z — b 2z( -y + —-- —j - ——3 + 

Z — 77- z — 477“ z — yTT - 


+ ■ 


5. cschz = - —2z 

z 


1 1 

- + - 


6 . sechz = 77 


7. tanhz = 2 z 


’ 2 + TT 2 Z 2 + 477 2 Z 2 —L 9 77 2 

1 3 5 

+ ■ 


(77/2)2 +z 2 (377/2)2 +Z 2 ( 577 / 2 ) ¿ + z 


2 _L,2 


3 2 ,2 


1 


Z 2 + (77/2) 2 + Z 2 + (377/2)2 1 z 2 _|_ (5 77-/2) 


1 


+ 


1 


■ + 


, 1 „ / 1 1 1 
coth z — —b 2 z I —- t¡ H —3 --—H— 3 ———t + 

Z \z 2 + 77 2 z 2 + 477 2 Z 2 + 977 2 
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^ CAPÍTULO 7 El teorema del residuo, cálculo de integrales y series 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Residuos y teorema del residuo 


7.1. Sea /(z) analítica en el interior y sobre una curva simple cerrada C excepto en el punto a en el interior de C. 


a) Demuestre que 

f(z) = y a n (z - a)'\ donde a„ = — o -^—r T dz, n = 0, ±1, ±2,... 

« 2m J (Z - a)' l+í 

es decir,/(z) se desarrolla en una serie de Laurent convergente en torno a z = a. 

b) Demuestre que 


o f(z)dz = 2ma-i 

c 

Solución 


a) Esto sigue del problema 6.25 del capítulo 6. 

b ) Si, en el resultado del inciso á) n = — 1, se tiene 


<3—i = -— <hf(z)dz, es decir, i>f(z)dz = 2iria_\ 
2-777 


A ci_ i se le conoce como residuo de/(z) en z = a. 


7.2. Demuestre el teorema del residuo. Si/(z) es analítica en el interior 
y sobre una curva simple cerrada C, excepto en un número finito 
de puntos a, b, c,. .. en el interior de C, en los que los residuos 
son a_i, b_i, c h .. ., respectivamente, entonces 

()/(z) dz. — 2m(a~\ + ¿>_i + c_i H-) 

c 

es decir, 27 tí veces la suma de los residuos en todas las 
singularidades contenidas en C. 

Solución 

Se trazan las circunferencias C¡, C2, C3,. .. comprendidas en el inte¬ 
rior de C y con centros en a, b, c,... , respectivamente, como se 
muestra en la figura 7-4. Esto es posible porque a, b , c,... son puntos 
interiores. De acuerdo con el teorema 4.5 de la página 118, se tiene 


C 



o f(z)dz= o f(z)dz+ o f{z)dz+ o f(z)dz + 


c 2 


C 3 


Pero, de acuerdo con el problema 7.1, 


( 1 ) 


O f(z)dz = liria-i. 


of(z)dz = lirib^i, 


c 1 


c 2 


De este modo, de (1) y (2) se obtiene, como se deseaba, 


o f(z)dz = liric-y,... 

c 3 


o f(z)dz = 2ir7'(<3_i + 1 +c_i H-) = 2777 (suma de residuos) 

c 


(2) 
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Problemas resueltos 


La prueba dada aquí del teorema del residuo es para regiones simplemente conexas que contengan una canti¬ 
dad finita de singularidades de /fe). Esta prueba se extiende a regiones con una cantidad infinita de singularidades 
aisladas y a regiones múltiplemente conexas (véanse los problemas 7.96 y 7.97). 


7.3. Sea/(z) analítica en el interior y sobre una curva simple cerrada C, excepto en un polo a de orden m en el 
interior de C. Demuestre que el residuo de/fe) en a está dado por 


lím 1 d ‘ 

1 z-+íi (m — 1)! dz‘ 


m— 1 


n {(*-«)"/(*)} 


Solución 

Método 1. Suponga que/fe) tiene un polo a de orden m. Así, la serie de Laurent de/(z) es 

/fe) = 7 - ^Zñ¡ + - - '"ti -1 H-1-— + a Q + uife — a) + a 2 (z — a) 2 + ■ ■ ■ (1) 

fe-a) fe-a) z-a 

Después, al multiplicar ambos lados por fe — a) m , se tiene 

fe - a) m f{z) = a-,„ + a- m+ ife - a) -h fl-ife - a) m ~ l + a 0 (z - a) m -|- (2) 

Esto representa la serie de Taylor en tomo a z = a de la función analítica en el lado izquierdo de la igualdad. Se 
diferencian, respecto a z, ambos lados m - 1 veces y se obtiene 

{fe - ar/fe)} = (m - 1)!«—i + m(m - 1) ■ • • 2a 0 fe - a) - 

dz 1 


De este modo, con z —> a. 


lím TTTT tfe ~ «) m /fe){ = ("» - 1) ! a- 1 

z-+adz m ~ l 


de donde se obtiene el resultado buscado. 

Método 2. El resultado buscado también es consecuencia directa del teorema de Taylor al observar que en el desa¬ 
rrollo (2) el coeficiente de fe — a)'" -1 es 


Método 3. Véase el el problema 5.28 de la página 161. 

z 2 — 2 z 

7 . 4 . Encuentre el residuo de a) f(z ) =-~— - 

finito. (Z+UV + 4) 


y b) f(z) = e z esc" z en todos sus polos en el plano 


Solución 

a) /fe) tiene un polo doble en z = — 1 y polos simples en z = + 2 i. 
Método 1. El residuo en;= — 1 es 


1 d 

lím 77 zr 
z-+- 11! dz 


fe+i y 


r - 2z 


fe + l) 2 fe 2 + 4) 


= lím 

z ->—1 


fe 2 + 4)(2z - 2) - fe 2 - 2z)(2z) 
(z 2 + 4) 2 


El residuo en z = 2 i es 


lím 

z->li 


fe - 2/) • 


z 2 — 2z 


(z + irfe-20fe+2o 


—4 - 4¿ 7 + i 


(2¡+l) 2 (40 25 


14 

25 
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CAPÍTULO 7 El teorema del residuo, cálculo de integrales y series 


El residuo en z = —2 i es 


lím 

—2 i 


(z + 2 i). 


z 2 — 2z 

(z + l) 2 (z - 20(z + 20 


-4 + 4/ _ 7 - i 

(—2/ + 1) 2 (—4/') _ _ 25 _ 


Método 2. El residuo en z = 2i es 


lím 

z-^2i. 


(z — 2/)(z 2 — 2z) 
(z + l) 2 (z 2 + 4) 


lím- w 

(z + 1)“ 


lím " 

z->2 i z' 


-2 i 

■ 2 T4 


-4 - 4 i 1 -4-4/1 7 + / 

-sr ■ lim — = -~ — = - 

(2/ + l) 2 z^ 2 <2z (2/+1) 2 4/ 25 


con la regla de L’Hópital. De manera similar, o al sustituir i por -i en el resultado, se obtiene el resultado en 
z = —2 i. 

b) f(z) = e z esc 2 z = e z /sen 2 z tiene polos dobles en z = 0, +i t, +2 ir,. .., es decir, z = mir, donde w = 0, +1, 

± 2 ,.... 

Método 1. El residuo en z = mir es 


lím — — 

z-»m7T 1! dz 


(z — mu) 2 


e z 

sen 2 z 


e z [(z — tmr) 2 senz + 2(z — mu) senz — 2(z — mu) 2 eos z] 
lint -=- 

z—>m7r S en z 


Al ser z — mu = u o z = u + mu, este límite se escribe 


lím e u+mir 

u—> 0 


u 2 sen u + 2u sen u — 2i?co& i 


u 2 sen u + 2u sen u — 2¡rcos u 

lim-=- 

«-»■ o sen m 


El límite entre corchetes se obtiene mediante la regla de L’Hópital. Pero es más sencillo observar primero 
que 

lím = lím (— V = 1 

«—>o sen 2 u i-*o Vsen i// 


y así escribir este límite como 


r lím 


u 2 sen u + 2 u sen u — 2m 2 cos u 


m 3 \ m 2 sen -|- 2u sen u — 2U 2 eos u 

—= e lím----= e mv 

sen uJ «->0 u? 


al emplear varias veces la regla de L’Hópital. Para evaluar este límite, en lugar de esto sirven los desarrollos 
sen u = u — u 3 / 3! + ■ • •, eos u = 1 — n 2 /2! + ■ • ■. 

Método 2 (con la serie de Laurent). 

En este método se desarrolla/(z) = e z esc 2 z en una serie de Laurent en torno a z = mu, en donde el coefi¬ 
ciente de 1 /(z — mu) es el residuo buscado. Para facilitar los cálculos, sea z = u + mu. Así, la función por 
desarrollar en una serie de Laurent en torno a u = 0 es e' n7T+u csc 2 (mu + u) = e mn e u esc 2 u. Con los desarrollos 
de Maclaurin para e u y sen u, se encuentra, mediante la división larga, 


» m ’ r| 1+M + - + -+- 


“ _ 3! + 5!“ 


1 + u + + ■ 


. u 2 2 u a 

u 2 [ 1-1-1- 

' 3 45 


» m7r| 1 + M + —+■■ 

, U 2 M 4 

U 2 1 - 1 - 

' 6 120 


115 u 

— H- l "Z + T + 

ubi 


de manera que el residuo es e mn . 


www.FreeLibros.me 




































Problemas resueltos 


7.5. Encuentre el residuo de F(z) 


cot z coth z 


en z = 0. 


Solución 


Como en el método 2 del problema 7.4 b), se tiene. 


F{z) 


coszcoshz 
z 3 sen z senh z 


,2 „4 

7 7 

1 - —+ —- 
2! 4! 


J2 ,4 

. z z 

1 + 2! + 4! + ' 



z 3 z 5 

— H- 

3! 5! 






y, por tanto, el residuo (coeficiente de 1 /z) es —7/45. 

Otro método. Al resultado también se llega si se halla 

5 coszcoshz 
z 3 sen z senh z 


1 d 4 
lím — —r 

z^o 4! dz 4 


pero este método es mucho más laborioso que el anterior. 


7 . 6 . Calcule 


1 

27 TÍ 


o 


z 2 (z 2 + 2z + 2) 


a lo largo de la circunferencia C cuya ecuación es |z| = 3. 


Solución 


El integrando e z, /{z 2 (z 2 + 2z + 2)} tiene un polo doble en z = 0 y dos polos simples en z = 
z 2 + 2z + 2 = 0]. Todos estos polos están en el interior de C. 

El residuo en z = 0 es 


r 1 d 
lim —- — 

z^o 1! dz 


z 2 (z 2 + 2z + 2) 


„ (z 2 + 2z + 2)(te zl ) - (e z, )(2z + 2) 

Jim--- ■= - 

z - zQ (z 2 + 2 z + 2) 2 


t- 1 
2 


1 + i [raíces de 


El residuo en z = — 1 + i es 


lím 

z— >-l+í 

g(-l+i )t 1 e (-l+j)í 

~ (—1 + i) 2 '2i~ 4 


[z- (-1 + 0] 


z 2 (z 2 + 2z + 2) 


lím 

l+i 


lím 

z —* — 1+í 


z + 1 — i 


z 2 + 2z + 2 


El residuo en z = — 1 — i es 


lím 

— 1 —i 


[z-C-1-01 


z 2 (z 2 + 2z + 2) 


»c-i-0í 


De este modo, de acuerdo con el teorema del residuo, 

e zt 


z 2 (z 2 + 2z + 2) 


í/z = 27 ri (suma de residuos) = 2ni 


t - 1 e ( - l+i)t 
—— + — 7 — + — 7 — 


= 27 ri 


t -1 1 . 

- h-e cosí 

2 2 
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CAPÍTULO 7 El teorema del residuo, cálculo de integrales y series 


es decir. 


1 

2 7TC 


z 2 (z 2 + 2z + 2) 


, t - 1 1 

dz =-1- - e eos t 

2 2 


Integrales definidas del tipo J“ m F(x ) rfx 


7.7. Sea |F(z)| < M/R k para z = Re' 9 , donde k > l y M son constantes. 
Demuestre que lím/^oo J r F(z) dz = 0, donde F es el arco semicircu¬ 
lar de radio R de la figura 7-5. 


Solución 


De acuerdo con la propiedad é) de la página 112, se tiene 


F(z) dz 
r 


M 7 tM 

< — • 7 TR = —¡—r 
~ R k R k -1 



pues la longitud del arco L = ttR. De este modo, 


lím 

R—>oo 


F(z) dz 


r 


= 0 y por ende lím 

R-> oo 


F(z) dz= 0 


r 


7.8. Demuestre que para z = Re‘ e , [f(z)\ < M/R k k > 1 si/(z) = l/(z 6 + 1). 


Solución 

Suponga que z = Re' 0 . Entonces, 

1 i ^ 2 

- \R(¡ e bie \ - 1 “ R 6 - 1 ~ R¿ 


l/(z)l = 


1 


R 6 e 6 ' 6 + 1 


donde R es suficientamente grande (R > 2, por ejemplo), de manera que M = 2, k = 6. 
Observe que se empleó la desigualdad |z¡ + Z 2 \ > |zi! — IZ 2 I con z¡ = R 6 e 6,e y z 2 = 1. 


OO 


7.9. Calcule 


dx 

, x 6 + r 

o 


Solución 


Considere | c dz/(z 6 + 1), donde C es el contorno cerrado de la figura 7-5, que consta de la recta de -R a R y del 
semicírculo T, recorrido en sentido positivo (en sentido contrario a las manecillas del reloj). 

Como z 6 + 1 = 0 cuando z = e m/6 , e 3m ' /6 , e 57rí/6 , e 7m/6 , e 9m/6 , <? ll7ri/6 , estos son polos simples de l/(z 6 + 1). 
Sólo los polos e m / 6 , e 3m / 6 y e W 6 están dentro de C. Así, con la regla de L’Hópital, 


Residuo en: e m/6 = 
Residuo en e 3m/6 = 
Residuo en = 


lím 

z— ►e 771 / 6 


(z - e m/6 ) 


z 6 + 1 


= lím -L = i e - 5m '/6 

z^e™/ 6 6z^ 6 


lím 

Z—>e 37n /6 


lím 

2_> g5ni/6 


(z - e 3m/6 ) 


(z - e 5m/6 ) 


1 


z 6 + 1 

1 


= lím -L = I e - 5 -/ 2 

z -, e i™/6 6z 5 6 

= lím 

z _^57ri/6 6^ 6 
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Problemas resueltos 


Por tanto, 


es decir. 


5 

II 

=—ie 

^ g -5 ™/ 6 4- 1 g- 5 ™/ 2 i ^ e -25m/6 

z 6 + 1 

6 6 6 


c 


R 

dx 

x 6 + 1 + 

- R 


dz 

, Z 6 + 1 

r 


27 T 

T 


(i) 


Se toma en ambos lados de (1) el límite cuando R —> oo y, con los problemas 7.7 y 7.8, se tiene 

R OO 


lím 

R —>oo 


dx 

x 6 + l 


dx 2 tt 


x 6 + 1 3 


( 2 ) 


Como 


dx 

x 6 + 1 


= 2 


dx 

x 6 + 1 


la integral buscada tiene el valor n/3. 

00 

x 2 dx 


7.10. Demuestre que 


777 


(x 2 + l) 2 (.r 2 + 2x + 2) 50 


Solución 

Los polos de z 2 /(z 2 + 1 ) 2 (z 2 + 2z + 2) contenidos en el contorno C de la figura 7-5 son z = i de orden 2 y 
z = — 1 + i de orden 1. 

El residuo en z = i es 


d 

lím — 

z -w dz 


(z - O 2 


(z + 0 2 (z 


i) 2 (z 2 + 2z + 2) 


9i - 12 
100 


El residuo en z = — 1 + i es 


lím (z + 1 - i) 
z—►—lH-i 


(z 2 + l) 2 (z + 1 - 0(z +1 + 0 


3-4/ 

25 


De este modo. 


ó * _ 0 . f 9 * — 1.2 3-4/ 

J (z 2 + l) 2 (z 2 + 2z + 2) “ ""'i 100 + 25 
c 


Itt 

50 


o 


x 2 dx 

. (x 2 + l)V + 2x + 2) + 

-R 


z 2 dz 

. (z 2 + l) 2 (z 2 + 2z + 2) 
r 


777 

50 


Se toma el límite cuando R —> oo y, al observar que, de acuerdo con el problema 7.7, la segunda integral tiende 
a cero, se llega al resultado buscado. 
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CAPÍTULO 7 El teorema del residuo, cálculo de integrales y series 

Integrales definidas del tipo J 0 2,t G(sen e, eos o ) de 

2tt 


7.11. Calcule 


de 

3 — 2 eos 6 + sen 0 
o 


Solución 


Seaz = e ,B . Así, sen 6 = (e ,e — e ,e )/2i = (z — z l )/2i, eos 6 = (e'° + e ‘ e )/2 = (z + z *)/2, dz = iz dO, de manera 
que 


2tt 


de 

dz/iz 

2 dz 

3 — 2 eos 0 + sen 0 

3 

- 2(z + z -1 )/2 + (z — z _1 )/2¿ ] 

(1 — 20 z 2 + 6iz — 1 — 2/ 


0 c c 


donde C es la circunferencia de radio unitario y centro en el origen (figura 7-6). 
Los polos de 2/ {(1 — 2 í)z 2 + 6 iz — 1 — 2/} son los polos simples 


-6 i ± v/(6/) 2 - 4(1 - 2i)(—1 - 2i) 
2(l-2¡) 


—6 i + 4/ 
2 ( 1-20 


i, (2 - 0/5 


Sólo (2 — 0/5 está en el interior de C. 
El residuo en 


(2-0/5= lím {z-(2-0/51 

z->(2-¡)/5 


= lím 


(1 — 2i)z 2 + 6 iz —1—2 i 

1 


z-K2-¡')/5 2(1 — 20 z + 6 i 2 i 

de acuerdo con la regla de L’Hópital. 

De este modo. 


2 dz 


(1 — 2i)z 2 + 6 iz —1 — 2 / 


7 = 277/1 — 1=7T, 


2 / 


el valor buscado. 

7.12. Con a > \b\, muestre que 

Solución 


27 T 


d0 2 tt 

a + b sen e *J a 2 — b 2 



Figura 7-6 


Sea z = e‘ e . Así, sen 6 = ( e ,B — e ' e )/2i = (z — z 1 )/2/, dz = ie ,e dO = izdO, de manera que 


27 T 


d0 

dz/iz 

2 dz 

a + ¿ sen 6 

a + b(z — z l )/2i 

bz 2 + 2aiz — b 


0 c c 


donde C es la circunferencia de radio unitario con centro en el origen, como se muestra en la figura 7-6. 
Los polos de 2/(¿z 2 + 2 aiz — b) se obtienen al resolver bz 2 + 2 aiz — b = 0 y están dados por 


z = 


—2 ai + V—4fl 2 + 4¿ 2 —ai + s/ a 2 — b 2 i 
2b = 

—n + •Ja 2 — Á 2 . í —n — V a 2 — b 2 
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Problemas resueltos 


Sólo | [—a + 'Ja 2 — b 2 ^/b^i está en el interior de C, pues 


—a + 'Ja 2 — b 2 . 


Va 2 — b 2 — a 'Ja 2 — b 2 + a 


b 

b 


b 'Ja 2 — b 1 + a 


{'Ja 2 — b 1 + a) 


cuando a >\b\. 
El residuo en 


—a + V a 2 — b 2 2 

Z1 =- b -' = £5 (Z - Zl) bz 2 + 2aiz-b 


= lím 


1 


1 


z->zi 2 bz + 2 ai bz\ + ai Va 2 — b 2 i 


de acuerdo con la regla de L’Hópital. 
Así, 

2 dz 


■ = 277 i( 


1 


bz 2 + 2 aiz - b VVfl 2 - b 2 iJ 'Ja 2 - b 2 


2tt 


el valor buscado. 

277 


7.13. Demuestre que 


eos 30 77 

- dd = —. 

5 — 4 eos 6 12 


Solución 

Seaz = e‘ e . De este modo, eos 0 = (z + z -1 )/2, eos 3 6 = ( e 3,e + e _3,e )/2 = (z 3 + z -3 )/2, dz = izd9, de manera 


que 


eos 36 7,3 _l , 3 

,-,,- - a d6 = \> 

5 — 4 eos 6 


(z 3 + z 3 )/2 dz 1 

= — — (p 


5 — 4(z + z~')/2 iz 2 i 


z 6 + 1 


z 3 (2z - l)(z - 2) 


dz 


donde C es el contorno de la figura 7-6. 

El integrando tiene un polo de orden 3 en z = 0 y un polo simple z = ^ en el interior de C. 
El residuo en z = 0 es 


y 1 ^ 

2! ~dzJ 


z 6 + 1 


z 3 (2z - l)(z - 2) 


21 


El residuo enz = { es 


De esta forma, 


lím 

z->l/2 


Z — ; 


z 6 + 1 


2) z 3 (2z — l)(z — 2) 


1 

z 6 + 1 


21 

65 

2 i t 

1 z 3 (2z-l)(z-2) " 

8 

24 


65 

24 


= — como se buscaba. 
12 


7.14. Demuestre que 


dd 


5tt 


(5 — 3 sen 6)~ 32 


Solución 

Con z = e ,e se tiene sen 9 = iz — z -1 )/2 i, dz = ie ,e d9 = izd9 y, por tanto, 

277 


de 

dz/iz 4 

zdz 

(5 — 3 sen O) 2 

0 

r {5 — 3(z — z- 1 )/2/} 2 i] 

[ (3z 2 - lOíz - 3) 2 


donde C es el contorno de la figura 7-6. 
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CAPÍTULO 7 El teorema del residuo, cálculo de integrales y series 


El integrando tiene polos de orden 2 enz = (10/ + V—100 + 36)/6 = (10/ + 8/)/6 = 3/, i/3. Sólo el polo i/3 
está en el interior de C. 

El residuo en 


z = i/3 = lím — 
z-h/3 dz 

v d 
= lim — 

z-m/3 dz 


(z — i/3) 
iz-i/3) 


(3z 2 - 10/z - 3) 2 

2 Z. 


(3z — ¿) 2 (z — 3/) 2 


5 

256 


Así, 



zdz 

(3z 2 - 10/z - 3) 2 



577 

32 


Otro método. De acuerdo con el problema 7.12, para a > \b\ se tiene 

277 

de _ 277 

a + b sen 6 J a 2 — b 2 
o 


De este modo, al diferenciar ambos lados respecto a a (considérese b constante) y con la regla de Leibnitz, se 
tiene 


277 

d de 

da a + b sen 0 
o 


a 

da 


o 


277 


1 


a + b sen 0, 


dd=- 


d6 

, (a + b sen O) 2 
o 


d / 277 ^ —2770 

da Vvo 2 - b 2 ) ~ (o 2 - b 2 ) 3 ' 2 


es decir 


277 


de 

, (a + b sen 6) 2 
o 


2770 

(o 2 - b 2 f /2 


Con a = 5 y b = —3, se tiene 


277 

de _ 277(5) _ 5 77 

. (5-3 sen ef ~ (5 2 - 3 2 ) 3/2 “ 32 
0 


Integrales definidas del tipo 


F(x) 


eos mx 
sen mx 


dx 


7.15. Sea |F(z)| < M/R k para z — Re' 8 , donde k > 0 y M son constantes. Demuestre que 


lím '■ imz 

R—>oo 


e imz F(z)dz = 0 


donde T es el arco semicircular de la figura 7-5 y m es una constante positiva. 
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Problemas resueltos 


Solución 

Sea z = Re w . Así, J r e imz F(z) dz = e imRe ‘“ F(Re íe )iRe ie d6. Por tanto 



T 

7 


e‘ mR "‘" F(Re w )iRe ,e dO 

< 



0 


\ e imRe¡ "F(R e w )iRe ie \ d6 


\ e imRcm e F(Re ie )iRe is \ dd 

0 


e - mRsene \F(Re ie )\RdO 

o 


M 

■ 


u d6 = 


2 M 


tt/2 


H d8 


Ahora, sen 9 >26/tt para 0 < 6 < tt/2, como se ve de manera geométrica en la figura 7-7, o, de manera ana¬ 
lítica, por el problema 7.99. 

Así, la última integral es menor o igual a 


2 M 
R k ~ l 


tt/2 


7 tM 


e -2,nRe/n de = - O _ e ~ mR \ 

mR k v ' 


Cuando R —> oo, esto tiende a cero, pues m y k son positivos, con lo 
que se demuestra el resultado deseado. 



7.16. Demuestre que 

Solución 


eos mx 77 

—-- dx = —e, m > 0. 

x 2 + 1 2 


Considere {e' mz /(z 1 + 1)} dz, donde C es el contorno de la figura 7-5. El integrando tiene polos simples en 

z = +/, pero sólo z = i está en el interior de C. 

El residuo en z = i es 


lím 


e imz 

^ ^ (z - i)(z + i) 


e 


—m 


2 i 


De este modo, 


o 


J—dz = 2m(^—\ = t re- 
Z- + 1 v 2 i 1 


x 2 + 1 


dx + 


z 2 + 1 


dz = zre 
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J CAPÍTULO 7 


El teorema del residuo, cálculo de integrales y series 


es decir, 


x 2 + 1 


dx + i 


x 2 + 1 


dx + 


z 2 + 1 


dz = iré 


y por ende 


x 2 + 1 


dx + 


z 2 + 1 


dz = iré 


Se toma el límite cuando R —> oo y, al mostrar con el problema 7.15 que la integral a lo largo de I tiende a cero, 
se obtiene el resultado buscado. 


7.17. Calcule 


xsen 7 tx 
x 2 + 2x + 5 


dx. 


Solución 


Considere | c {ze ,7rz /(z 2 + 2z + 5)} dz, donde C es el contorno en la figura 7-5. El integrando tiene polos simples 

en z = — 1 + 2i, pero sólo z = — 1 + 2¿ está en el interior de C. 

El residuo en z = — 1 + 2¿ es 


lím 

-> — 1+2 i 


(z+ 1-2/) 


ze 


z 2 + 2z + 5 


= (—1 + 20 - 


4i 


Así, 


ze 


z 2 + 2z + 5 


dz = 2vi(—l + 2 i) 


4/ 


= -(l 
2 


2 i)e 


o 


x 2 + 2x + 5 


dx + 


ze ~ 7 t 

- T ——dz = -(l-20 e - 
z- + 2z + 5 2 


es decir, 


x 2 + 2x + 5 


dx + i 


x 2 + 2x + 5 


V- + ¿Z ■ 


-r -r r 

Se toma el límite cuando R —> oo y, al mostrar con el problema 7.15 que la integral a lo largo de T tiende a cero, 
esto se convierte en 


x eos 7 TX 


x 2 + 2x + 5 

— OO 

Se igualan las partes reales y las imaginarias 


dx + i 


x sen 7 tx 
x 2 + 2x+ 5 


dx = — e — iire 


XCO&TTX 7 T 

^^-+ dx = — e 

x 2 + 2x + 5 2 


x 2 + 2x + 5 

— OO —00 

Por tanto, se obtuvo el valor de una integral más, además de la buscada. 


dx = —iré 
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Problemas resueltos 


Integrales definidas diversas 


00 


7.18. Demuestre que 


sen* 

x 



o 


Solución 

El método del problema 7.16 lleva a considerar la integral de e' z /z a lo largo del contorno de la figura 7-5. Pero 
como z = O está en la trayectoria de integración y no puede integrarse a través de una singularidad, se modifica 
este contorno evitando z = O, como se muestra en la figura 7-8; el nuevo contorno es el contorno C', que es ABDE- 
FGHJA. 

Como z = O está en el exterior de C', se tiene 


o 

C' 


—dz = O 
z 


— dx + 
x 


e lí 

— dz + 


— dx + 
x 


—dz = O 

z 


-R 


HJA 


BDEFG 


Se sustituye x por —x en la primera integral y se combina con la tercera integral, para obtener 

R 


„IX yy — lX 


-dx + 


— dz + 

z 


— dz = O 

z 


HJA 


BDEFG 


2 i 


sen* 

e' z , 

- dx = — 

— dz - 

X 

z 


e H 

— dz 
z 


Si e —» O y R —> oo, de acuerdo con el problema 7.15, la segunda integral de la derecha tiende a cero. Si z = ee l ° 
en la primera integral de la derecha, se ve que ésta tiende a 


o 


— lím 

6 —> O 


Tzriee l6 d9 = — lím 




e^O 


ie lee dd =m 


porque el límite puede tomarse bajo el signo de integral. 
Así, se tiene 


R 


lím 2 i 

R—> 00 
e^O 


senjr 

- dx = tíí 

x 


o 


00 


sen* 

- dx = 


x 


77 

2 


o 
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^ CAPÍTULO 7 El teorema del residuo, cálculo de integrales y series 
7.19. Demuestre que 


00 

sen x 2 dx = 


eos x~ dx = 


1 Ítt 


2 V 2 


o 


o 


Solución 

Sea C el contorno que se indica en la figura 7-9, donde AB es el arco de un círculo con centro en O y radio R. De 
acuerdo con el teorema de Cauchy, 

o e ,zl dz = O 
c 


o 


e' z dz + 


e iz2 dz + 


e e dz = O 


( 1 ) 


Ahora, sobre OA, z = x (desde x = O hasta x = R)\ sobre AB, z = Re ,e (desde 0 = 0 hasta 0 = tt/ 4); sobre BO, 
z = (desde r = R hasta r = 0). Por tanto, de acuerdo con (1), 


77/4 


e'^dx + 


e ,Ke ¡Re d6 + 


g ii 2 e™' 2 e ir¡/4 dr = 0 


(2) 


es decir, 


77/4 


(eos jc 2 + i sen x 2 ) dx = e m/í4 


e ' dr - 


e iR 2 cos2e-R 2 S en2B iRe ¡6 de 


(3) 


Ahora se considera el límite de (3) cuando R —> 00 . La primera integral de la derecha se convierte en [véase el 
problema 10.14] 


o m 7 4 


e-^dr = = llÜ+iM 

2 2V 2 2V 2 


(4) 


El valor absoluto de la segunda integral de la derecha en (3) es 


77/4 


JR 2 eos 2 d—R 2 sen20; d 


'iRe ie d6 


77/4 


e Rd6 = - 
2 


77/2 


—R 2 sen 


* def, 


R 

< — 
“ 2 


77/2 


„-2R 2 <l>/7T , . _ 


dó = — (1 
V 4R 


donde se empleó la transformación 20 = y la desigualdad sen 4>>2(f>/Tr,0<(f>< ir/l (véase el problema 7.15). 
Esto muestra que cuando R —> 00 , la segunda integral de la derecha en (3) tiende a cero. Así, (3) se convierte en 


00 

(cosx 2 + i senx 2 ) dx 
o 


I/77 i Ítt 

2V2 + 2V2 


y por ende, al igualar las partes reales y las imaginarias, se tiene, como se buscaba, 


00 

eos x 2 dx 
o 


2 , 1 
sen x dx = - 
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Problemas resueltos 


7.20. Muestre que 


x p - 1 

TT^ 


dx = 


sen p 77 


0 < p < 1. 


Solución 


Considere § c (z p ~ l /í + z)dz . Como z = 0 es un punto de ramificación, se elige C como el contorno en la figura 
7-10, donde el eje x real positivo es la recta de ramificación y donde AB y GH en realidad coinciden con el eje x, 
pero se muestran separadas para facilitar la explicación. 

El integrando tiene el polo simple z = — 1 en el interior de C. 

El residuo en z = — 1 = e m es 


z p 1 

lím (z + 1 )—— 
z->- 1 1+Z 


= (e ITI ) p ~ l = e (p ~ l)1T ' 


De este modo. 


z p ~ l 
1 + z 


dz = 2 mé p ~ i) ™ 


o, al omitir el integrando, 


= 2Trie (p - 1)m ' 


AB BDEFG GH HJA 


Por tanto, se tiene 

R 


x p ~ l 

1 + X 


dx + 


(Re w Y~ l iRe ,e d0 
1 + Re ie 


(xe 2m y-' 

1 + xe lm 


dx + 


0 ee iB ) p - l iee ie de 
1 + ee ie 


= 2md p ~ 1) ™ 


donde para la integral a lo largo de GH se usó z = xe" m , pues el argumento de z aumenta 2tt al recorrer el círculo 
BDEFG. 

Se toma el límite cuando e—s-Oy/ü—>o°y, al observar que la segunda y la cuarta integrales tienden a cero, se 
tiene 


x p ~ l 
1 + x 


dx + 


e 2iTÍ(p-l) x p-l 
1 + X 


dx = 2ne <p - ,) ™ 


_ 2 T7Í(p- 


(1 — e 


l) ) 


xP - 1 

1 + X 


-dx = 2me (p ~ l)lTÍ 


de manera que 

00 

‘ x p ~ l } 2i rie ip ~ l ^ m 2 vi v 

j í+x ' ~ 1 - e _ eP™ - e~P ™ ~ sen/777 


o 



-R + ni 

y 

1 3 ni 

2 

R + ni 




| ni 

1 2 



X 

-R 

ni 

2 

R 



Figura 7-11 
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CAPITULO 7 El teorema del residuo, cálculo de integrales y series 

00 

'cosh ax 


7.21. Demuestre que 


Solución 


-dx = 


coshx 2cos(7ra/2) 


, donde lid < 1. 


Considere (e az /cosh z) dz, donde C es un rectángulo que tiene sus vértices en — R , R, R + n tí, —R + ni (véase 
la figura 7-11). 

Los polos de e az /cosh z son simples y se encuentran donde cosh z = O, es decir, z= + n = O, +1, 
+2,.... El único polo comprendido en C es ni ¡2. 

El residuo de e az /cosh :en;= iri /2 es 

e az e cnri/2 e cnri/2 

z-*ri/2 m ^^cosh z senh(7ri/2) ísen(7r/2) 

Así, de acuerdo con el teorema del residuo, 

■ „az 

o- dz = 2 t Ti(-ie ani/2 ) = 2ne alrí/2 

coshz 


Esto se escribe 


cosh.r 


dx + 


gaiR+iy) 


cosh(/? + iy) 


— i dy + 


„a(x+m) 


cosh(jc + ni) 

g a(-R+iy) 


dx 


cosh (—R + iy) 


-—idy = 2ne a7T '^ 2 


(D 


Cuando R —> oo, las integrales segunda y cuarta del lado izquierdo tienden a cero. Para mostrar esto, considere 
la segunda integral. Como 

eR+iy + e -R~iy 


| cosh(R + iy)\ = 


>\{\e R+,y \ - \e~ R ~ iy \} = l -(e R - e~ R ) > V 


se tiene 


„a(R+iy) 


cosh(,R + iy) 


:— i dy 


Zmdy = 4ne ia 1)R 


y el resultado sigue al observar que el lado derecho tiende a cero cuando R —> oo porque \a\ < 1. De manera similar, 
se muestra que en (1) la cuarta integral de la izquierda tiende a cero cuando R —> oo. Por tanto, (1) se convierte en 


lím 

R—*oo 


porque cosh(x + ni) = —cosh x. Así, 

R 


cosh.r 


dx + e a 


cosh* 


dx 


lím 

R —>oo 


coshv 


- dx = 


e ax 2ne a ™! 2 

-dx = 


= 2ne a ” 12 


2 IT 


cosh* 1 + e airi e a7ñ l 2 + e ~ ani / 2 cos(toz/2 ) 
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Problemas resueltos 


Ahora 


cosh y 


dx + 


e , 7r 

-dx = 


cosh .y COS(t7£í/2) 


De este modo, al sustituir x por —x en la primera integral, se tiene 

00 00 00 

'cosh ax 


e 


cosh.v 


dx + 


cosh .Y 


-dx = 2 


- dx — ■ 


o o 

de donde se llega al resultado buscado. 

00 

ln(x 2 + 1) 


COShY COS(7Tfl/2) 


7.22. Demuestre que 


x 2 + 1 


-dx = tt ln 2. 


o 


Solución 


Considere | c {ln(z + i)/z 2 + 1} dz a lo largo del contorno C que consta del eje real desde -R hasta R y el semi¬ 
círculo r de radio R (véase la figura 7-12) 

El único polo de ln(z + i)/(z 2 + 1) en el interior de C es el polo simple z= i, y el residuo es 

ln (z + i) ln(2 i) 

lim (z— i) -=- 

*-*■>' (z — ¡)(z + O 2 i 

Por tanto, de acuerdo con el teorema del residuo. 


ln(z + i) 
z 2 + 1 


dz = 2 ttí 


ln(2 i) 


2 i 


= Trln(2í) = irln2 + - 7 ri 


( 1 ) 


al escribir ln(2¿) = ln 2 + ln i = ln 2 + ln e m/2 = ln 2 + 7t¿/2 con los valores principales del logaritmo. El resul¬ 
tado se escribe 


ln(.Y + i) 
x 2 + 1 


dx + 


ln(z + O . , 1 2 . 

dz = 7rln2 + - tti 


z 2 + 1 


ln(x + i) 
x 2 + l 


dx + 


ln(x + i) 
x 2 + 1 


dx + 


ln(z + i) 1 , • 

,-— dz = 7rln2 + -7 ri 

z ¿ + 1 2 


Se sustituye x por -x en la primera integral y esto se escribe 


ln(¿ — y) 
x 2 + 1 


dx + 


ln(¿ + x) 
x 2 + 1 


dx + 


h ^±Jldz=Trln2+ l -ir 2 i 
z 2 +1 2 


o, como ln(¿ — x) + ln(i + .y) = ln(i 2 — x 2 ) = \n(x 2 + 1) + ttí. 


R R 

ln(.Y 2 + 1) 

dx + 


Y 2 + 1 


Y 2 + 1 


dx + 


ln(z + i) i ,. 

—Z - —dz = 7Tln2 + -TTI 

z ¿ + 1 2 


o 


o 


( 2 ) 
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CAPÍTULO 7 El teorema del residuo, cálculo de integrales y series 


Cuando R —* oo, puede mostrarse que la integral a lo largo de I tiende a cero (véase el problema 7.101). Por tanto, 
al tomar las partes reales, se encuentra que, como se buscaba, 

R OO 


lím 

R—y oo 


ln(jc 2 + 1) 
x 2 + 1 


dx = 


ln(jc 2 + 1) 
x 2 + 1 


dx = 7rln2 


o 


o 


7t/2 


tt/2 


7.23. Demuestre que 


ln sen ,r dx = 


lncosxí¿r= —7rln2. 

2 


Solución 

Con x = tan 8 en el resultado del problema 7.22, se encuentra 


tt/2 


ln(tan 2 0+l) 2 


77/2 


tan 2 8+1 


sec O dd = —2 


lncos 8 dO = irln2 


de donde 


tt/2 


lncos 8d8 = — 77in2 
2 


(D 


que establece una parte del resultado buscado. Sea 8 = 7t/2 — (f> en (1) y se encuentra 

tt/2 

ln sen (f) d(f> = n\n2 



Figura 7-12 


(jv+í)(-i+o 

y 

C N (At+i)(l+i) 




X 

-N-l 

-N -2 -1 

1 2 N 

N+\ 

(iV+i) (-1-Í) 

(N+ i) (I-i) 


Figura 7-13 


Suma de series 

7.24. Sea C N un cuadrado con vértices en 

^(V + -^(l+/), + + 1 —i), + 2^(1 — *) 

como en la figura 7-13. Demuestre que sobre C N , |cot ttz\ < A, donde A es una constante. 
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Solución 

Se consideran las partes de C N que están en las regiones y>\,—\<y<\yy< — f. 
Caso 1: y > En este caso, si z = x + iy. 


|COt 77z| = 


e mz + e mz 


e mx—Tjy _|_ nix+ny 

g TTÍZ _ ^ T71Z 


gTiix—iry g—mx+iry 


v l + \e 


-mx+iry i 


’ + e» 


|^ — mX+TTy\ _ |^7T/x—7Ty | gTI 


1 + e 27ly 1 + e 77 

- -< ■-= A 

1 - e~ 2 ^ 1 - <? _7r 


Caso 2: y < —¿. Aquí, como en el caso 1, 


|C0t 77z| < 


v l + k 


-mx+Tiy i 


| - | e -u»+ny| e - 

Caso 3: — \ < y < 4. Considérese z = N + \ + iy. Así, 


^ + e” 1 + e 2lry 1 + e 77 

<- = A, 


p 2ir y 


1 - e -77 


|cot ttz\ = |cot tt(N + ^ + iy) | = |cot(7r/2 + niy) | = |tanh 7ry| < tanh(7r/2) = A 2 


Si z= —N - h + iy, se tiene, de manera similar, 


|cot 7 tz| = |cot tt(—N — \ + ¡y)| = |tanh 7r_v| < tanh(ir/2) = A 2 


Por tanto, si se elige A como un número mayor que el mayor de A i y A 2 , se tiene | cot nz \ < A sobre C N , donde A 
es independiente de N. Es interesante observar que, en realidad, se tiene |cot nz\ < Aj = coth(Tr/2), pues A 2 < A l . 

7.25. Sea f(z) tal que a lo largo de la trayectoria C N de la figura 7-13, [f(z.)\ < M/\z\ k , donde k > I y M son 
constantes independientes de N. Demuestre que 

00 

f(n) = —{suma de los residuos de 77 cot 7 rzf{z) en los polos de/(z)} 

— 00 

Solución 


Caso 1 :f(z) tiene una cantidad finita de polos. 

En este caso, N puede elegirse lo bastante grande para que la trayectoria C N de la figura 7-13 comprenda todos 
los polos def(z). Los polos de cot irz son polos simples y se presentan en z = 0, +1, +2,.... 

El residuo de 77 cot 7 Tzf(z) en ¿ = w, n = 0, +1, +2,..., es 

( z — n\ 

- eos 7 rzfiz) = f(n) 

sen TTz/ 


con la regla de L’Hópital. Aquí se supuso quc f(z) no tiene polos en 7 = n, pues, de ser así, la serie dada divergiría. 
De acuerdo con el teorema del residuo. 


N 

o 77 -cot Trzf(z)dz = y, f(n ) + S 


Cn 


( 1 ) 


donde S es la suma de los residuos de 77 cot Trzf(z) en los polos de/(z). De acuerdo con el problema 7.24 y con el 
supuesto para/(z), se tiene 


o 77 cot 77z f(z) dz 

Cn 


< 


7 tAM 
N k 


(8 A + 4) 
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CAPÍTULO 7 El teorema del residuo, cálculo de integrales y series 


pues la longitud de la trayectoria C N es 8 N + 4. Así, al tomar el límite cuando N —* oo, se ve que 


lím o 7rcot 7 Tzf(z)dz = 0 

Af-»oo 

Cn 


Por tanto, de acuerdo con (1), se tiene, como se buscaba. 


£/(») = 


(2) 


(3) 


Caso 2:/(z) tiene una cantidad infinita de polos. 

Si f(z) tiene una cantidad infinita de polos, el resultado buscado se obtiene mediante un procedimiento ade¬ 
cuado de límite. Véase el problema 7.103. 


7.26. Demuestre que V —z -- = — coth ira, donde a > 0. 

n =—oo -j- a 2 a 

Solución 

Sea /(z) = 1 /(z 2 + a 2 ), la cual tiene polos simples en z = +ai. 
El residuo de ir cot ttz/íz 2 + a 2 ) en z = ai es 


lím (z — ai) 

z-^ai 


77 COt TTZ 

(z — ai)(z. + ai) 


77 COt 77£¡7 

2 ai 


-coth 770 

2a 


De manera similar, el residuo en z = — ai es {—Tr/2a) coth ira, y la suma de los residuos es —(ir/a) coth ira. Así, 
de acuerdo con el problema 7.25, 


E 


n =—oo 


i 

n 2 + a 2 


(suma de residuos) = — coth zra 
a 


7.27. Demuestre que 


T -y = — coth mi -donde a > 0. 

„ =1 n~ + a~ 2a 2a 2 


Solución 


El resultado del problema 7.26 se escribe en la forma 


-i 

E 


n =—oo 



— coth 7 TCl 
a 


o 


00 1 1 

1 1 77 

2) — -T + — = —coth 7TÜ 

n A + a A a A a 

n= 1 


de donde se obtiene el resultado buscado. 
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Problemas resueltos 


_ 111 TI 2 

7.28. Demuestre que — + — + — q-=a —. 

l z z z 3 Z o 

Solución 

Se tiene 


F(z) = 


77COt77 Z 77 COS TTZ 


1 - 


77 2 Z 2 77 4 Z 4 

^r + ^r 


z sen ttz 




Z 3 + 

3! 5! 


Tp'ZZ' \ 1 ( 77 2 Z 2 

1 + ^71— H-I — — a I 1- Ti -b 


3! 


de manera que el residuo en z = 0 es —ti 2 ' 3 . 

De este modo, como en los problemas 7.26 y 7.27, 


77 COt TTZ 


Cn 


dZ n 2+ ¿-'n 2 3 n 2 3 

n=—N n= 1 n= 1 


Se toma el límite cuando IV —> oo y se tiene, debido a que el lado izquierdo tiende a cero, 

1 7T 2 „ ^ 1 7T 2 

“E:/ "T _(l 0 


Oír» método. En el resultado del problema 7.27, se toma el límite cuando a —> 0. Así, con la regla de L’Hópital, 

1 1 ira coth 770—1 7r 2 

lim > -»• = > ~ — lim-—^-= — 

ü—>o n 2 + a 2 F—! n 2 a^o 2a 2 6 

n= 1 n—\ 

7.29. Suponga que f(z) satisface las condiciones dadas para el problema 7.25. Verifique que 

OO 

(— 1)"/(«) = — {suma de los residuos de 77 esc 777 /( 7 ) en los polos de/(z)} 


Solución 

Se procede de manera similar a la del problema 7.25. Los polos de esc ttz son simples y se encuentran en z = 0, 

+ 1 , ¿ 2 ,.... 

El residuo de 7r esc 7 rzf{z) en z = n, n = 0, ±1, +2,. .. es 

lím (z — n)77csc ttz f(z) = lím tt(-—— )f(z) = (—1)"/(«) 

ysemrz/ 

De acuerdo con el teorema del residuo, 

N 

C) 77CSC TTzf(z)dz = T, (-1)”/(«)+ 5 (1) 

J n=-AT 

Caí 

donde S es la suma de los residuos de 77 esc Trzf(z) en los polos de/( Z ). 
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J CAPÍTULO 7 


El teorema del residuo, cálculo de integrales y series 


Con N —> oo, la integral del lado derecho de (1) tiende a cero (problema 7.106), de manera que, como se bus¬ 
caba, (1) se convierte en 


Y J (-m\n) = -S (2) 


OO ^ |yj ^ 9 'JYCl 

7.30. Demuestre que -— =---, donde a es real y diferente de 0, +1, +2,.... 

( n + °y seir va 

Solución 

Sea f(¿) = 1 /(z + a) 2 , función que tiene un polo doble en;= —a. 

El residuo de ttcsc ^tz/(z + a) 2 en z = —a es 


d 

lím — 

z-^-adz 


(z + a) 2 


77CSC 7TZ 


(z + a) 


= — 7T 2 CSC 770 COt 770 


Así, de acuerdo con el problema 7.29, 


(-1)" , , 7 TTCOSTTfl 

> -y = — (suma de residuos) = ir esc ira cot ira =-,- 

frío (” + «) sen“ ™ 


7.31. Suponga que a 0, +1, +2,.... Demuestre que 

a 2 + 1 a 2 + 4 ¡ a 2 +9 
(a 2 - l) 2 _ (a 2 - 4) 2 + (a 2 - 9) 2 


1 7T 2 COS 77fl 

2 o 2 2 sen 2 va 


Solución 

El resultado del problema 7.30 se escribe en la forma 


1 


1 


1 


(o+l) 2 (a — l) 2 


r + - 


(,a + 2) 2 (a - 2) 2 


+ ... = . 


if ( 


1 2 (a 2 + 1) 2(n 2 + 4) 2(o 2 + 9) ir 2 eos ira 

a 2 ( a 2 — 1 ) 2 {a 2 — 4) 2 (a 2 — 9) 2 sen 2 ira 

de donde se obtiene el resultado buscado. Observe que la agrupación de los términos de la serie infinita es posible 
porque la serie es absolutamente convergente. 

lili ir 3 

7.32. Demuestre q ue p - y + ^ ~ ^ + ''' = 

Solución 

Se tiene 


F(z) = 


z 3 eos 77 z z 3 (l — v 2 z 2 /2\ + ■ ■ •) 


= rr 1 + 


u 2 ^ 2 


ir 7 r 

= -3 + 1 

z 3 2z 


de manera que el residuo en z = 0 es 7r 3 /2. 
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Problemas resueltos 


El residuo de F(z) enz = n + L n = 0, +1, +2,... [que son los polos simples de 7rz] es 




lím 


Z- (n + i) _ -(-1)" 


z—>«+1/2 1 v L ' 1 COS TTZ (n -|- z—>«+1/2 eos 7 TZ (n + I) 

Si C N es un cuadrado con vértices en + i), N(l — i), jV(— 1 + i), N(— 1 — i), entonces 


77 SeC 77Z 


Caí 


V / i \« _3 M / i yi _3 

¿ = _vl^4 = _8r±!> 4 


y como la integral del lado derecho tiende a cero cuando Al —> oo, se tiene 


(- 1 )" . 
++2«+l) 3 

de donde se obtiene el resultado buscado. 


1 1 1 

P 


7T 3 

Tó 


Teorema del desarrollo de Mittag-Leffler 


7.33. Demuestre el teorema del desarrollo de Mittag-Leffler (página 209). 

Solución 

Sea/(z) una función con polos en z = a„, n = 1, 2,..., y suponga que z = £ no es un polo de/(z). Así, la función 
f(z)/z — í tiene polos en z = a n , n = 1, 2, 3,... y en £. 

El residuo de/(z)/z — £ en z = a n , n = 1,2, 3,..., es 

f(z) b n 


El residuo de/(z)/z — £ en z = £ es 


lím (z - a„) - 
z-^a„ z -i a„ - £ 


f(z) 

lím(z-Cj =f(í) 
Z->í T — í 


Entonces, de acuerdo con el teorema del residuo, 


1 

2 ni 


c N 


m , , vn i bn 

- y dZ=f(0+ > - 

z - £ „ a n~ 


( 1 ) 


donde la última suma se toma sobre todos los polos en el interior de la cir¬ 
cunferencia C N de radio R N (figura 7-14). 

Suponga que/(z) es analítica en z = 0. Así, con £ = 0 en (1), se tiene 


1 

27 TÍ 


m 


d Z =m + Y " 

z ' n 


(2) 



Cn 


Se resta (2) de (1) y se obtiene 


m -m + E b » (-'—r- 

„ \a n - i a n ) 2m 


o m 


Cn 


z - i z 


C, 


m 

z(z- o 


dz 


Figura 7-14 


dz 


(3) 
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CAPITULO 7 El teorema del residuo, cálculo de integrales y series 


Ahora, como \z — £| > \z\ — \£\ = R N — |£| para z en C N , se tiene, si |/(z)| < M , 


Cn 


f(z) 
z(z- o 


dz 


M ■ 2 ttR 


N 


Rn(Rn- I ¿I) 


Cuando N —> oo y por ende R N —> oo, la integral del lado izquierdo tiende a cero, es decir, 

m 


lím (p 

N —^ oo 

Cn 


z(z- o 

’ 

Por tanto, de (3), con N —> oo, se tiene, como se deseaba, 


dz = O 


/«) =/(O) + +-) 

„ - a n a„J 


el resultado de la página 209 al sustituir ( por z. 


1 1 1 \ 

7.34. Demuestre que cot z = - + >-i-, donde la suma se extiende sobre n = +1, +2,. 

Z L —'\z — nzT mr> 


Solución 

Considere la función 


. 1 zeos z — sen z 

f(z) = cot z - - =- 

z z sen z 

Así,/(z) tiene polos simples en z = mr, n=+ 1, +2, +3,..., y en estos polos el residuo es 


„ . ,/zcosz— senz\ ,, íz — nir\ ,, /zcosz — senz\ 

lim (z — «ir) I- = lím I-I lim I-1 = 1 

z-+nir \ zsenz / z-*nir\ Senz / z^mr\ z 


En z = 0,/(z) tiene una singularidad removible porque 


lím 



= lím 


z eos z — sen z 
zsenz 


= 0 


de acuerdo con la regla de L’Hópital. Por tanto, se define/(O) = 0. 

De acuerdo con el problema 7.110, se sigue que la función/(z) está acotada sobre los círculos Cocuyo centro 
está en el origen y cuyo radio es R N = (N + t. Por tanto, de acuerdo con el problema 7.33, 


cotz — 


1 

z 



de donde se obtiene el resultado buscado. 
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Problemas resueltos 


7.35. Demuestre que cot z = - + 2z 

z 


1 1 

- + ^-+ 


Z 2 — TT 2 z 2 — 47T 2 


Solución 

El resultado del problema 7.34 se escribe en la forma 


cotz = 


= - + 'i™ É (- + -) + £(— + i 

£ A^—>00 I 4 / \ -7 — n TT rt'TT / 4 4 \ 7 — y] qr fjl 


= -+ lím 

2 A7—> oo 


= -+ lím 

£ A/—> oo 


n=—N 

i 


Z — «7T mr 
1 


n=l 

1 


Z — /77T /777 

1 


= - + 2 z 

z 


Z + 77 Z — 77/ \Z + 277 Z — 277, 
2z + ,*+... + . 21 


+ ... + 


■ N 2 t^ 


1 


Z 2 — 7T 2 + z 2 — 477 a 


1 


1 


Z + Ntt z — 


Problemas diversos 


a-\-ioo 

i 

7.36. Calcule- 

2 TÚ 

a—ico 


y / Z + 1 


dz, donde ay t son constantes positivas. 


Solución 


El integrando tiene un punto de ramificación en z = — 1. Como recta de ramificación se tomará la parte del eje real 
que está a la izquierda de z = — 1. Como esta recta de ramificación no puede cruzarse, se considera 


O 7 .- 

J \/ z + 1 
c 


dz 


donde C es el contorno ABDEFGHJKA, que se muestra en la figura 7-15. En esta figura, aunque en realidad EF 
y HJ se encuentran sobre el eje x, se representan separadas para facilitar la explicación; asimismo, FGH es una 
circunferencia de radio e y BDE y JKA representan arcos de una circunferencia de radio R. 

Como e z, /Vz + 1 es analítica en el interior de C y sobre ella, de acuerdo con el teorema de Cauchy se tiene 

<> 7 == — dz = 0 ( 1 ) 

J \z + 1 

c 

Se omite el integrando y esto se escribe como 


= O 


AB BDE EF FGH HJ JKA 


(2) 


Ahora, sobre BDE y JKA, z = Re' e , donde O va de 0 {) a tt y de tt a 2 tt — 9 0 , respectivamente. 

Sobre EF, z+ 1 = ue m , Vz~+T = Jue™ 12 = i*/ü, y sobre HJ, z+ 1 = ue~ m , ~Jz + 1 = s füe~’ ml2 = 
— i\fu. En ambos casos, z = — u — 1. dz = —du, donde u varía de R - 1 a e a lo largo de EF y de e a /í - I a lo largo 
de HJ. 
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CAPITULO 7 El teorema del residuo, cálculo de integrales y series 


Sobre FGH, z + 1 = ee'^, donde <f> va de — 77 a t t. Por tanto, (2) se escribe 

a+iT 


■s/ Z ~\~ 1 


dz + 


„Re‘ e t 


s/Re ie + 1 


iRe'°cI6 + 




(— du ) 


c («'*-i) t 
V ee'^ + 1 


R-\ 
R -1 


d(f> + 


i\fü 

e -(u+l )t(- du ) 


—iy/Ü 


jRe ie + 1 


ífie'Vfl = 0 


(3) 


Ahora se toma el límite cuando R —» oo (y T = VR 2 — a 2 —oo) y e —> 0. Puede mostrarse (véase el problema 
7.111) que las integrales segunda, cuarta y sexta tienden a cero. Por tanto, se tiene 


a+ioo l 

e z ‘ 

dz = lím 2 i 

_ Vz+T 

a—ioo R —> 00 


*-(n+l)í 




-du = 2¡ 


„-(u+l)/ 




du 


o, con w = 


1 

27 TÍ 


e z ' , 1 

7 - ¿fe = — 

Vz+1 ' n " 


e -(«+i)t 2e - f 

-——=- 

77 


e ”'dv = 





Figura 7-15 


7.37. Demuestre que 


(In ü) 2 
u 2 + 1 


du 


77 

y 


o 


Solución 



Sea C la curva cerrada de la figura 7-16, donde r¡ y V 2 son semicírculos de radios e y R, respectivamente, con 
centros en el origen. Considere 


o 


(ln;) 2 
z 2 + 1 


c 


dz 
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Problemas resueltos 


Como el integrando tiene un polo simple en z = i en el interior de C y como el residuo en este polo es 


(Inz ) 2 


lím (z-i) 

«-*•1 (z — t)(Z + t) 2 1 


(ln i) 2 ( ni/2 ) 2 — tt 2 


2 ¡ 


Bi¬ 


dé acuerdo con el teorema del residuo, 


dnz ) 2 
z 2 + 1 


dz = 2 ni 


— TT 2 

HT 


(i) 


Ahora, 


dnz ) 2 
z 2 + 1 


dz = 


(ln z ) 2 
z 2 + 1 


dz + 


dnz ) 2 
z 2 + 1 


dz + 


(Inz ) 2 
z 2 + 1 


dz + 


(Inz ) 2 
z 2 + 1 


í/z 


(2) 


r. 


En la primera integral de la derecha, sea z = — u de manera que ln z = ln(— u) = ln u + ln(—1) = ln u + ni y 
dz = —du. Asimismo, en la tercera integral de la derecha sea z = u (de manera que dz = du y ln z = ln u). Así, 
con ( 1 ), se tiene 


(ln u + ttí) 2 
u 2 + 1 


du + 


dnz ) 2 
z 2 + 1 


dz + 


(ln u) 2 
u 2 + 1 


du + 


(ln z) , -tt 


e Ti e r 2 

Ahora, sea e —> 0 y R —> oo. Como las integrales en torno a I’| y F 2 tienden a cero, se tiene 


(ln u + 7 tí)" 
u 2 + 1 


du + 


(lnn ) 2 —7 t 3 

—--Ju = —— 

n 2 + 1 4 


o 


(ln u) 2 
u 2 + 1 


du + 2 ni 


lnu 

4- 1 


du — TT 2 


du 


— 7T 3 

4 


OO 


Se aprovecha que 


du 

u 2 + 1 


= tan 


OO 

77 



00 

2 


(ln n ) 2 

tt 2 + 1 


úfti + 2 ni 


00 


ln¡< 

M 2 + 1 


du = 


o 


o 


7T 3 

T 


Al igualar las partes reales y las imaginarias, se encuentra 


(ln ü) 2 
u 2 + 1 


du = 


lnu 
u 2 + 1 


-du = O 


donde, además del resultado buscado, se obtiene la segunda integral. 
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CAPÍTULO 7 El teorema del residuo, cálculo de integrales y series 


7.38. Demuestre que 


coth 77 COth277 COth377 

“ 1 ^ + 2 3 + 3 3 


Itt 2 

180 


Solución 

Considere 

17 COt 777 COth 777 

o -=- dz 

z 

Cn 


a lo largo del cuadrado C N de la figura 7-17. Los polos del 
integrando están en: z = 0 (polo de orden 5); z = +1, +2,... 
(polos simples); 7 = +¡, +2 i,... (polos simples). 

De acuerdo con el problema 7.5 (al sustituir 7 por 777 ) 
se ve que: 

—7 7 r 3 

El residuo en 7 = 0 es-. 

45 

El residuo en 7 = n (n = +1, +2,...) es 



Figura 7-17 


lím 


(z- n) 

sen 777 


17 eos 777 coth 777 


coth 7777 


El residuo en 7 = ni (n = ±1, +2,...) es 

(7 — ni) 77 cot 777 cosh 177 


lím 

z-^ni 


senh 777 

Así, de acuerdo con el teorema del residuo, 

77 COt 177 coth 777 

t- é - 

Cn 


coth n 77 


, —Itt 3 v—-\ coth 7777 

dz = -r- + 4 ) - - — 

45 77 3 


Se toma el límite cuando N —> 00 y se encuentra, como en el problema 7.25, que la integral del lado izquierdo tiende 
a cero, con lo que se llega al resultado deseado. 


PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


Residuos y teorema del residuo 

7.39. En cada una de las funciones siguientes, determine los polos y los residuos en los polos: 


, 27+1 

a) - - b) 

z ¿ — 7 — 2 


7+1 
7 — 1 


sen z 

c) — d) sech 7 , é) cot 7 . 

z ¿ 


cosh 7 

7.40. Demuestre que o — 3 — dz = iri si C es el cuadrado con vértices en +2 + 2 i. 

c 

7.41. Muestre que el residuo de (esc 7 csch 7 ) ¡z' en 7 = 0 es — 1 /60. 

e z dz 

7.42. Evalúe o-a lo largo de la circunferencia C definida por |z| = 5. 

cosh 7 


7.43. Encuentre los ceros y los polos de f(z) = 


7 2 + 4 


7 3 + 2z 2 + 2z 


, y determine los residuos en los polos. 


7.44. Evalúe o e sen(l/ 7 )íÍ 7 , donde C es la circunferencia |z| = 1. 
c 
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7.45. Sea C el cuadrado limitado por x = ±2, y = +2. Evalúe c > 
2z 2 + 5 


Problemas complementarios 

senh 3z 

>dz. 


(z — ttí/AY 


7.46. Evalúe (p 
1 + 2 i. 

7.47. Evalúe d) 


, „ „ dz, donde C es a) k - 2/1 =6, b) el cuadrado con vértices en 1 + i, 2 + i, 2 + 2i, 

(z + 2) 3 (z 2 + 4)z 2 


2 + 3 sen 7tz 

- 7j—dz, donde C es un cuadrado con vértices en 3 + 3 i, 3 — 3 i, —3 + 3¡, —3 — 3/. 

z(z - 1)- 


1 e z ' 

7.48. Evalúe-o —-- 

2m J z(z 2 + 1) 


dz, t > 0 a lo largo del cuadrado con vértices en 2 + 2 i, —2 + 2 i, —2 — 2i, 2 — 2i. 


Integrales definidas 

00 

_ _ dx 7 T 

7.49. Demuestre que 


X 4 + 1 2V2 


7.52. Calcule 


eos 3 8 
5 + 4 eos 9 


-de. 


7.50. Calcule 


dx 


o 

2 7T 


7.51. Calcule 


(x 2 + 1 )(x 2 + 4) 2 
sen 30 


7.53. Demuestre que 


eos 2 3 9 3tt 

-dO = —. 


5 — 4 eos 29 


5 — 3 eos 9 


-dO. 


7.55. a) Encuentre el residuo de 


(z 2 + l) 5 

2ir 


7.54. Demuestre que si m > 0, 

( 

en z = i. b) Calcule 


eos mx 7 Te m (l + m) 

T dx = -. 


(x 2 + l) 2 


7.56. Dado a 2 > b 2 + c 2 , verifique que 


dO 


(x 2 + 1 ) 5 


27 T 


dx. 


a + b eos 9 + c sen 9 J a 2 — b 2 — c 2 


7.57. Demuestre que 


eos 30 13577 

r dO = ——— . 7.59. Calcule 


7.58. Calcule 


o 

dx 


(5 — 3 eos Oy 16 384 


dx 


(x 2 + 4x + 5) 2 


7.60. Verifique que 


sen- x 77 
—ñ —dx = —. 


x 4 +x 2 + 1 
o 

7.61. Analice la validez de la solución siguiente al problema 7.19. Sea u = (1 + i)x/-j2 en la fórmula J 0 °° e~“'du = 
i^/77 para obtener J' 
reales e imaginarias. 

7.62. Demuestre que 


^^77 para obtener J” e ' r dx = 1(1 — i)^/ir/2, de donde J Q °° cosx 2 dx = (“senx 2 dx = \^tt/2 al igualar partes 


COS 277X . -77 


. „ dx = — 7=e 

x 4 +x 2 + 1 2 V 3 


Suma de series 

7.63. Demuestre que 


1 77 


1 


= — coth 77 H -csch“ 77-. 


«tí (« 2 + l) 2 4 

^ 1 77 4 ^ 1 7T 6 

7.64. Demuestre que a) > . = —. b) > , =-. 

M ¿-(n 4 90 2 ( n b 945 

n= 1 n— 1 

00 (— \) n ~ l n sennO ir senh a9 


7.65. Demuestre que ^ 


. n 2 + a 2 2 senh 0:77’ 

n= 1 

„ _ lili 7 r 

7.66. Demuestre que ^ ^ ^ ^ + • ■ • = —. 


, — 77 < 9 < 77. 


12 
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CAPITULO 7 El teorema del residuo, cálculo de integrales y series 

1 77 f senh277fl + sen27ra 

7.67. Demuestre que > —¡-,— r = , , 

4 ^ n A + 4a 4 4a 3 

n =—oo 
00 00 

7.68. Demuestre que ^ ^ 


1 


cosh 277a — eos 2 na 
7 r 


= —- coth 77 a coth irb. 


n=—oo m =—oo 


,“oo (m 2 + a 2 )(n 2 + b 2 ) ab 

Teorema del desarrollo de Mittag-Leffler 


í/i i i 

7.69. Demuestre que esc z =-2z „ -=■ —=- — T ~ 

z \z 2 - n 2 z 2 - 4n 2 z 2 - 9n 2 


7.70. Demuestre que sech z = 771 


1 


7.71. a) Demuestre que tan 7 = 2z 


( 7 r/ 2) 2 + z 2 ( 377 / 2) 2 + z 2 ( 577 / 2) 2 + z 2 

1 


1 1 

: + 


(n/2) 2 - z 2 ' ( 37 t / 2 ) z - z 2 ' (5n/2) ¿ - z 


,2 _ ,2 


+ - 


t2 _ ,2 


b) Con el resultado del inciso a) demuestre que -¡r + -l- + -Ír + 4r-+-- - = —. 

I 2 3 2 5 2 7 2 8 

7.72. Verifique los desarrollos a) 2, b ) 4, c) 5, d) 7, e) 8 de la página 209. 


00 1 

7.73. Demuestre que > —- 

^ -2 1 A 


1 


z 2 + 4k 2 7 t 2 2z 


1 1 1 
2 z + ^-l 


„„„ lili 77 4 

7.74. Demuestre que — r H— r H—rH— r + • ■ • = —. 

4 l 4 3 4 5 4 7 4 96 


Problemas misceláneos 

7.75. Verifique que el teorema de Cauchy y las fórmulas integrales se obtienen como casos especiales del teorema del 
residuo. 

. 2z 5 -4z 2 + 5 


7.76. Demuestre que la suma de los residuos de la función 


en todos sus polos es 2/3. 


3z 6 - 87 + 10 

7.77. Sea n un número positivo. Demuestre que J 2,T e cos0 cos(/?d — sen 6)dd = 2n/nl. 

7.78. Calcule § c z?e x ¡ z dz a lo largo de la circunferencia C cuya ecuación es |z — 11 = 4. 

7.79. Verifique que en condiciones adecuadas a la función: 

a) J o 2 7 (e í0 ) dd = 277/(0), b) f(e m ) eos 8d6 = -tt/'(0). 

7.80. Demuestre que: a) J 2,r cos(cos 0)cosh(sen 0) dd = 2 tt, b) § 2lT e cos 0 cos(sen 0)cos 6 dd = n. 


7.81. Demuestre que 


senax 1 al 

-=- dx = - coth-. 

¿ Ittx _ 1 4 2 2a 


[Sugerencia: Integre e mz /(e 2 ^ z — 1) a lo largo de un rectángulo con vértices en O, R, R + i, i y haga que R —> 00 .] 


7.82. Demuestre que 


-dx = -- 


e x + 1 2a 2 senh na 


7.83. Dadas las constantes positivas a, p y t, demuestre que 

( 

7.84. Demuestre que 


z- + p- 


jdz = 


lnx 7rlna 

-dx = 


x- + a- 


2a 
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Problemas complementarios 



7.85. Suponga que —ir < a < ir. Verifique que 


. senhux 


dx = 


sen a 


7.86. Demuestre que 


dx 


ln2 


(4x 2 + 7r 2 ) cosh X 2 TT 


7.87. Demuestre que a) 


lnx -TTs/l 

— - dx = -, b) 

x 4 + 1 16 

(Inz) 2 


senh ttx ’ eos a + cosh A’ 


(lnx) 2 3ir'*j2 
- dx = 


x 4 + 1 ~ v 64 

) 

[Sugerencia: Considere o ^¡——-dz a lo largo de una semicircunferencia con una indentación adecuada en: = 0.] 
J z 4 + 1 
c 

lnx 


7.88. Calcule 

7.89 


(x 2 + 1) : 


;dx. 


Demuestre que si \a\ < 1 y b > 0, 

7.90. Demuestre que si — 1 <P < 1 

Demuestre que 


senhízx tt ( scrrair \ 

-eos bxdx = — I-I. 

senhx 2 \cosa7r+coshinr/ 


o 

eos px 


dx = 


coshx 2cosh(pTr/2) 


7.91 

7.92 


ln(l +x) 7rln2 
dx =-. 


1 +x 2 
o 

Suponga que a > 0 y que —ir¡2 < ¡3 < ir¡2. Demuestre que 

00 

a) e -0 * 2cos P cos(cvc 2 sen p)dx =^s/tt/ aco^fi/ 2). 

o 

00 

b ) . e ~ cü ? a,i P sen(aa 2 sen^)dx =\^/ir/ascn{¡3/ 2). 


°o 1 

Demuestre que esc 2 ’ = > -=■. 

ofe-WT7) 2 


7.93. 

7.94. Suponga que a y son reales tales que 0 < \p\ < 1 y 0 < |a| < z. Demuestre 


que 


x~P dx 

í ^ ) 

í sen pa\ 

x 2 + 2x eos a + 1 

{senpirj 

\ sen a J 


dx 2ir 

7.95. Demuestre que = —=. [Considere el contorno de la 

vx 2 — x 3 V 3 
o 

figura 7-18.] 

7.96. Demuestre el teorema del residuo para regiones múltiplemente 
conexas. 

7.97. Encuentre las condiciones suficientes en las cuales el teorema del 
residuo (problema 7.2) es válido si C contiene una cantidad infinita 
de singularidades aisladas. 

7.98. Sea C una circunferencia con ecuación |z| = 4. Determine el valor 
de la integral 

X 2 1 , 

() zr esc - dz 
z 



Figura 7-18 


si existe. 
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3 CAPÍTULO 7 


El teorema del residuo, cálculo de integrales y series 


7.99. 

7.100. 

7.101. 

7.102. 


7.103. 

7.104. 

7.105. 

7.106. 

7.107. 

7.108. 

7.109. 

7.110. 

7.111. 

7.112. 

7.113. 

7.114. 

7.115. 

7.116. 

7.117. 


Dé una prueba analítica de que sen 0 > 2 0/v para 0 < 0 < 7r/2. 

[Sugerencia: Considere la derivada de (sen 6)/0, y muestre que es una función decreciente.] 


Demuestre que 


* ^ 1 

— - dx = -. 

senil 7 tx 4 


Verifique que en la ecuación (2) del problema 7.22 la integral a lo largo de Y tiende a cero cuando R —> oo. 


a) Suponga que r es real. Demuestre que 


ln(l — 2rcos 0 + r~)dd = 


0 si \r\ < 1 

77ln r 2 si |r| > 1 


o 

tt/2 


b ) Con el resultado del inciso a) calcule 


ln sen 6 dO (véase el problema 7.23). 


Termine la prueba del caso 2 en el problema 7.25. 


Sea 0 < p < 1. Demuestre que 


x- 1 


dx = 77 cot/; 77 , en el sentido del valor principal de Cauchy. 


o 


E oo 

_ 


1 


77^3 ( 77V^3 

-tanh 


n =-°° n 4 + n 2 + 1 3 ' V 2 

Verifique que cuando V —> oo, la integral en el lado izquierdo de (1) en el problema 7.29 tiende a cero. 


lili 


57T 5 


Demuestre que --- + ---+... =- i53( .. 

^ (2n + 1\ (2 n + 1 

Demuestre los resultados de la página 209 para a) > /I —-— 1 y b ) > (—1) / 


n _ . vM-l)"sen nd O(TT-0)(Tr+0) 

Dado — 77 < 0 < 77. Compruebe que > - - -=-. 

‘—i n ¡ 12 

n= 1 

Demuestre que la función cot z-\/z del problema 7.34 es acotada sobre las circunferencias C N . 

Muestre que en la ecuación (3) del problema 7.36, las integrales segunda, cuarta y sexta tienden a cero cuando 
e —> 0 y R —> oo. 

1 1 1 77 

Demuestre que ———^7 — 7 - 777—77 + - 


cosh(7r/2) 3cosh(377/2) 5cosh(57r/2) 

a+ioo 


Demuestre que 


1 

2m 


Demuestre que ^ 


e~' 1 

—=dz = ,_ :, donde ay t son constantes positivas arbitrarias. 

a—ioo 

COth 77 77 1977 7 


n 1 56 700' 


Demuestre que 


dx 


4—77 


(x 2 + 1) cosh 77.r 2 


Demuestre que 


1 


1 1 
- + - 


l 3 senh 77 2 3 senh277 3 3 senh377 


360' 


Demuestre que si a y t son constantes positivas, 

a+ico 

1 

2 vi 


e zl cot 1 zdz = 


sen t 
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Respuestas a los problemas complementarios 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


7.39. a) z= —1, 2; 1/3, 5/3, b)z= 1;4, c),z = 0;l 

d) z = \{2k + l)m; (— l)* +1 i, donde k = 0 , +1, + 2,. .., e) z = &7n'; 0 donde = 0 , +1, +2, ... 

7.42. 8 m 

7.43. Ceros: z = +2 i, residuo: en z = 0 es 2, residuo: en za = —1 + i es —1(1 - 3¿), residuo: en z = — 1 — i es 

4a + 3o 

7.44. 2m 

7.45. -977^2/2 

7.47. —6ttí 

7.48. 1 — eos í 

7.50. 5tt/288 

7.51. 0 

7.58. W 3/6 

7.59. 7t/2 
7.78. 1/24 
7.88. — tt/4 


www.FreeLibros.me 





Aplicación conforme 


8.1 Transformaciones o aplicaciones 


El conjunto de ecuaciones 


u = u{x, y) 
v = v(x, v) 


( 8 . 1 ) 


define, en general, una transformación o aplicación, que define una correspondencia entre puntos del plano uv y 
puntos del plano xy. A las ecuaciones (8.1) se les llama ecuaciones de transformación. Si a cada punto del plano uv 
le corresponde uno y sólo un punto del plano xy, y viceversa, se habla de una transformación o aplicación uno a uno 
(o invectiva). En ese caso, un conjunto de puntos del plano xy (como una curva o una región) es llevado a un conjunto 
de puntos en el plano uv (una curva o región) y a la inversa. Los correspondientes conjuntos de puntos en estos dos 
planos se conocen como imágenes del otro. 


8.2 Jacobiano de una transformación 


Con la transformación (8.1), una región 1í del plano xy es, en general, llevada a una región Tí' del plano uv. Así, si 
A A xy y A A uv denotan, respectivamente, las áreas de estas regiones, puede mostrarse que si u y v son continuamente 
diferenciables, 


lím 


AA 

AA 


UV 


xy 


3(n, v) 
d(x, y) 


( 8 . 2 ) 


donde lím denota el límite cuando AA tv (o A A llv ) tiende a cero y donde el determinante 



3 u 

3 u 



3 (u, v) 

dx 

3y 

3 u dv 

3 u dv 

3(x, y) 

dv 

dv 

dx 3y 

dy dx 


dx 

dy 




(8.3) 


se conoce como el jacobiano de la transformación (8.1). 

Si de (1) se despejan xy y en términos de u y v, se obtiene la transformación x — x(u, v), y — y(u, v), la cual 
suele conocerse como transformación inversa correspondiente a (8.1). Si x y y son univaluadas y continuamente 
diferenciables, el jacobiano de esta transformación es d(x, y)/d(u, v) y puede mostrarse que es igual al recíproco de 
3 (u, v)/d(x, y) (véase el problema 8.7). Por tanto, si en una región un jacobiano es distinto de cero, también el otro 
jacobiano será distinto de cero. 

Al contrario, puede mostrarse que si u y v son continuamente diferenciables en una región Tí y si el jacobiano 
3 (u, v)/d(x, y) no es cero en Tí, la transformación (8.1) es uno a uno. 
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8.5 Teorema de la aplicación de Riemann 


8.3 Funciones de aplicaciones complejas 


Un caso de especial interés ocurre cuando u y u son reales y son las partes real e imaginaria de una función analítica 
de una variable compleja z = x + iy, es decir, w — u + iv — ffz ) = f(x + iy). En tal caso, el jacobiano de la trans¬ 
formación está dado por 


3 {u, v) 
d(x, y) 


= \f(z)\ 2 


(8.4) 


(véase el problema 8.5). Se sigue que la transformación es uno a uno en las regiones en las que/'íz) t 4 0. A los puntos 
en los que/'(z) = 0 se les llama puntos críticos. 


8.4 Aplicaciones conformes 

Suponga que, con la transformación (8.1), el punto (x 0 , y 0 ) del plano xy es llevado al punto (u 0 , v () ) del plano uv 
(figuras 8-1 y 8-2), y las curvas Cj y C 2 [que se intersecan en (x 0 , yo)] se llevan, respectivamente, a las curvas Cj y 
Cj [que se intersecan en (u lh vfi ]. Así, si la transformación es tal que el ángulo en (xq, y 0 ) entre C¡ y Cj es igual al 
ángulo en (u 0 , vfi entre Cj y Cj, tanto en magnitud como en sentido, se dice que la transformación o la aplicación es 
conforme en (x 0 , yo). Una aplicación que conserva las magnitudes de los ángulos pero no necesariamente su sentido 
se llama isogonal. 



X 


Figura 8-1 



Figura 8-2 


El teorema siguiente es fundamental. 

teorema 8.1: Si f(z) es analítica y f'(z) ^ 0 en una región 1Z, la aplicación w — f(x) es conforme en todos los 
puntos de 1Z. 

En una transformación o aplicación conforme, las figuras pequeñas en la vecindad de un punto z 0 del plano z 
se llevan a figuras pequeñas similares en el plano w y se aumentan (o reducen) en una cantidad dada por |/'(zo)| 2 . 
llamada factor de magnificación del área o sólo factor de magnificación. Las distancias cortas en el plano z en la 
vecindad de z 0 se aumentan (o reducen) en el plano vv en una cantidad dada aproximadamente por |/ , (zo)l> llamada 
factor de aumento lineal. Las figuras grandes en el plano z por lo general se llevan a figuras en el plano vv que están 
lejos de ser semejantes. 


8.5 Teorema de la aplicación de Riemann 

Sea C (figura 8-3) una curva simple cerrada en el plano z que constituye la frontera de una región 7Z conexa simple. 
Sea C' (figura 8-4) una circunferencia de radio uno, con centro en el origen [el círculo unitario], que constituye la 
frontera de una región 7 Z' en el plano vv. A la región VJ se le suele llamar disco unitario. Así, el teorema de la apli- 
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CAPÍTULO 8 Aplicación conforme 



catión de Riemann sostiene que existe una función w = f(z), analítica en Tí, que lleva cada punto de Tí a un punto 
correspondiente en Tí' y cada punto de C a un punto correspondiente de C', la correspondencia es uno a uno y sobre 
(inyectiva y suprayectiva), es decir, todo punto de Tí! es la imagen de exactamente un punto de Tí. 




Esta función f(z) tiene tres constantes reales arbitrarias, que se determinan al hacer que el centro de C’ corres¬ 
ponda a algún punto dado de Tí y que un punto sobre C corresponda a un punto dado sobre C. Hay que observar 
que aunque el teorema del mapeo de Riemann demuestra la existencia de esta función, en realidad no produce esta 
función. 

El teorema de la aplicación de Riemann se extiende al caso en el que una región limitada por dos curvas simples 
cerradas, una dentro de la otra, se lleva a una región limitada por dos circunferencias concéntricas. Además, toda 
región simplemente conexa que no sea todo el plano x-y se lleva de manera conforme a un disco unitario. Por ejem¬ 
plo, el semiplano superior se lleva, de manera conforme, al disco unitario (véase la sección 8.11). 


8.6 Puntos fijos o invariantes de una transformación 

Suponga que el plano w se superpone al plano z de manera que los ejes coordenados coincidan y que, esencialmente, 
hay un solo plano. Así, la transformación w = f(~.) se entiende como llevar ciertos puntos del plano a otros puntos. 
Los puntos en los que z =f(z ) se conocen como puntos fijos o puntos invariantes de la transformación. 

EJEMPLO 8.1. Los puntos fijos o invariantes de la transformación w = z 2 son las soluciones de z 2 = z, es decir, 
z = 0, 1. 


8.7 Algunas transformaciones generales 

A continuación, a, (3 son constantes complejas dadas, y a y 6q son constantes reales. 

1. Traslación, w — z + ¡3 

Mediante esta transformación, las figuras del plano z se desplazan o trasladan en dirección del vector ¡3. 

2. Rotación, w = e ,s °z 

Mediante esta transformación, las figuras del plano z se rotan un ángulo 8 0 . Si 0 O > 0, la rotación es 
en sentido contrario a las manecillas del reloj, y si 6 0 < 0, la rotación es en sentido de las manecillas del 
reloj. 
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8.10 Transformación bilineal o fraccionaria 


3. Estiramiento/elongación, w — az 

Mediante esta transformación, las figuras del plano z se alargan/elongan (o contraen/encogen) en la 
dirección de z si a > 1 (o 0 < a < 1). La contracción se considera un caso especial del estiramiento. 

4. Inversión, w = 1/z 


8.8 Transformaciones sucesivas 

Si w — f(f) lleva la región 1Z^ del plano / a la región 1Z H . del plano w y £ ~ fjiz) lleva la región 1Z Z del plano z a la 
región entonces w —f\\fi{z)] lleva 1Z Z a 1Z W . Las funciones/! y / 2 definen transformaciones sucesivas de un plano 
a otro, las cuales equivalen a una sola transformación. Estas ideas se generalizan fácilmente. 


8.9 Transformación lineal 

La transformación 


w = az + (8.5) 

donde ay ¡5 son constantes complejas dadas, se conoce como transformación lineal. Con a — ae' s °, se ve que una 
transformación lineal es una combinación de las transformaciones de traslación, rotación y estiramiento. 


8.10 Transformación bilineal o fraccionaria 

La transformación 


az + B 

w = --, a8-fiy=£ 0 ( 8 . 6 ) 

yz + o 

se conoce como transformación bilineal o fraccionaria. Esta transformación se considera una combinación de las 
transformaciones de traslación, rotación, estiramiento e inversión. 

La transformación ( 8 . 6 ) tiene la propiedad de que un círculo en el plano z se lleva a un círculo en el plano w, donde 
por círculos se entiende también círculos de radio infinito que son líneas rectas. Véanse los problemas 8.14 y 8.15. 

Esta transformación lleva tres puntos distintos cualesquiera del plano z a tres puntos distintos del plano vv, uno de 
los cuales puede estar al infinito. 

Si Z|, z 2 , z 3 , z .4 son distintos, la cantidad 


(Z4 - Zl)(Z2 - Z3) 

(Z2 ~ Z\){Z4 ~ Zf) ( ' 8 ' 7 ' ) 

se conoce como cociente cruzado de z\, z. 2 , Z 3 , Z\. Este cociente es invariante con una transformación bilineal, propie¬ 
dad con que se obtienen transformaciones bilineales específicas que lleven tres puntos a otros tres puntos. 
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CAPÍTULO 8 Aplicación conforme 



8.11 Aplicación de un semiplano sobre un círculo 

Sea zo un punto P en el semiplano superior del plano z, denotado 1Z en la figura 8-5. Así, la transformación 


w = e 


¡So 



( 8 . 8 ) 


lleva este semiplano superior en forma uno a uno (inyectiva) sobre la región Tí!, que es la circunferencia unitaria 
|w| — 1. Todos los puntos del eje x se llevan a la frontera del círculo. La constante 0 O se determina al hacer que un 
punto determinado del eje x corresponda a un punto dado sobre la circunferencia. 

En las figuras siguientes se emplea la convención de los puntos, A, B, C, etc., del plano z que correspondan a pun¬ 
tos A’, B' , C', etc. ( A “ prima ”, B “ prima ”, C “prima”, etc.), del plano w. Además, en el caso de puntos al infinito, esto 
se indica mediante una flecha, como en los puntos A y F en la figura 8-5, los cuales corresponden, respectivamente, 
a los puntos A' y F' (el mismo punto) de la figura 8-6. A medida que el punto z se mueve sobre la frontera de 71 [es 
decir, el eje real] desde —oo (punto A) hasta +oo (punto F), w se mueve en sentido contrario a las manecillas del reloj 
a lo largo de la circunferencia unitaria desde A' de vuelta a A'. 


Plano z 





y 



71 


P‘Zo 

X 

*A 

B 

C 

D É 

*F 


Figura 8-5 


Plano w 



8.12 Transformación de Schwarz-Christoffel 

Considere un polígono [figura 8-7] en el plano w con vértices en w¡, w 2 , ..., w,„ cuyos ángulos interiores correspon¬ 
dientes sean aq, a 2 , ..., a n , respectivamente. Los puntos vtq, w 2 , ..., vv„ sean, respectivamente, las imágenes de los 
puntos X\, x 2 ,, x n sobre el eje real del plano z [figura 8-8]. 



Figura 8-7 


Figura 8-8 
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8.14 Algunas transformaciones especiales 


Una transformación que lleva el semiplano superior 1Z del plano z sobre el interior 1Z! del polígono en el plano w, 
y el eje real sobre la frontera del polígono, está dada por 


dw 

dz 


= A{z-xx) ai ^-\z-x 2 r / ”- 1 


■■■(z 


■X/i) 


a„ / 7T— 1 


(8.9) 


o 


w = A 


(Z - Xi ) a '^-\z - X.r 1 ^ 1 ■■■(Z- XnY^-'dz + B 


( 8 . 10 ) 


donde Ay B son constantes complejas. 

Hay que observar lo siguiente: 

1. Tres de los puntos x¡,x 2 ,, x„ pueden elegirse como se desee. 

2. Las constantes Ay B determinan el tamaño, orientación y posición del polígono. 

3. Es conveniente elegir un punto al infinito, por ejemplo, x n , en cuyo caso, en las expresiones (8.9) y (8.10) 
el último factor no está presente. 

4. Los polígonos abiertos infinitos se consideran casos límites de los polígonos cerrados. 


8.13 Transformaciones de fronteras en forma paramétrica 

Supóngase que en el plano z una curva C [figura 8-9], que puede ser cerrada o no, tiene como ecuaciones paramé¬ 
tricas 

x = F(t), y = G(t) (8.11) 

donde F y G se suponen continuamente diferenciables. Así, la transformación 

z = F(w) + iG(w) (8.12) 

lleva el eje real C’ [figura 8-10] del plano w sobre la curva C. 



Figura 8-9 


Plano w 


V 

c 

u 




Figura 8-10 


8.14 Algunas transformaciones especiales 

Como referencia se presentan a continuación algunas transformaciones útiles en la práctica. Se presentan por sepa¬ 
rado las transformaciones que llevan la región dada ’JZ del plano w o del plano z sobre el semiplano superior del plano 
w o del plano z, el círculo unitario en el plano z o en el plano w, según la transformación más sencilla. Como se vio, 
existe una transformación [ecuación (8.8)] que lleva el semiplano superior sobre el círculo unitario. 
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CAPÍTULO 8 Aplicación conforme 

A. Transformaciones sobre/en el semiplano superior 


A-l Sector infinito de ángulo tt/ih 

Plano z 



A-2 Banda infinita de anchura a 


Plano z 



A-3 Banda semiinfinita de anchura a 
a) 

Plano z 



w — z"\ m 


Plano w 



Plano w 



Plano w 



> 1/2 


e 7rz/a 


TTZ 
sen— 
a 
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8.14 Algunas transformaciones especiales 



b) 


Plano z 



Figura 8-17 


w = eos - 


TTZ 


Plano w 



c) 


, TTZ 

w = cosh — 


a 


Plano z 



Plano w 



Figura 8-20 


A-4 Semiplano con semicírculo eliminado 



Plano z 



Plano w 




V 



A' 

B' 

C' 

D' 

E' u 

-a 

a 


Figura 8-22 
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CAPÍTULO 8 Aplicación conforme 


A-5 Semicírculo 


w ■ 



2 


Plano ~ 



Plano w 
V 


AJ_ B' C' D' A' u 

-1 1 

Figura 8-24 


A-6 Sector de un círculo 


1 + z m \ 

1 - Z m ) 


2 


1 

m > - 


“ 2 


Plano z 



Plano w 
V 


AJ_ B' C' D 'A u 

-1 1 

Figura 8-26 


A-7 Región en forma de lente con ángulo tt/ m 
[ABC y CDA son arcos circulares] 


_2 mi cot 1 p 



m 

, m > 2 


Plano z 



Plano w 
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A-8 Semiplano con círculo eliminado 


8.14 Algunas transformaciones especiales 

xv — coth(7i/z) 


Plano z 



A-9 Exterior de una parábola y 2 — 4p(p — x) 



A-10 Interior de una parábola y 2 = 4p(p — x ) 

Plano z 


Plano w 




V 



A' 

B' C’ 

D' 

E' F' 

G' 

-I 

T 


Figura 8-30 


W = i(y/z - y/p) 



w = e 7 TÍ \I X Ip 

Plano w 
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CAPÍTULO 8 Aplicación conforme 


A-ll Plano con dos cortes paralelos semiinfinitos 


Plano w 



V 

A' f B' 

K 

c' 1 

t 

K 

E' [ D' 


i 


Figura 8-35 


A-12 Canal con curva en ángulo recto 


Plano w 



E' 

V 

D' 

A' 



1 


P 

C' 

D' 

B" 


, B' 



Figura 8-37 


A-13 Interior de un triángulo 


Plano w 



w — — 777 + 2 ln z — zr 



w — — {tanh l p*/z — ptan 1 *fz} 

77 



t a/ ”-'(1 - tf /n ~ l dt 



Figura 8-40 
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8.14 Algunas transformaciones especiales 


A-14 Interior de un rectángulo 


- . 0 < k < 1 

J y(l-í 2 )(l -Ff 2 ) 


Plano w 
v 



Plano z 



B. Transformaciones en/sobre el círculo unitario 

B-l Exterior del círculo unitario 


1 


w — - 

z 



B-2 Exterior de una elipse 



w — ze “ + z *e“) 


Plano w 



V 

B' 


senh a 

c 

cosh a JA' 


D' 


Figura 8-45 
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CAPÍTULO 8 Aplicación conforme 


B-3 Exterior de una parábola y 2 = 4 p(p — x) 





Figura 8-48 


B-4 Interior de una parábola y 2 = Ap{p — x) 



w — tan 2 


77 ÍZ 

4 Va 



Figura 8-50 


C. Transformaciones diversas 

C-l Banda semiinfinita de anchura a sobre cuarto de plano 


Plano z 


A' 

y 

■ D 


a 


B 


C 

a 

Figura 8-51 


Plano w 
v 

iA' 


B' C 

-•- 

1 

Figura 8-52 


77Z 


w = sen— 
2 a 


D' 

► u 

C 
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8.14 Algunas transformaciones especiales 


C-2 Interior de un círculo sobre un cardioide 



C-3 Anillo sobre un rectángulo 



Figura 8-55 


C-4 Banda semiinfinita sobre una banda infinita 

Plano z 

y 


A 


> 7T 


> 71 



H 


Figura 8-57 


w ■ 



w — lnz 



Figura 8-56 


w — ln coth 
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CAPÍTULO 8 Aplicación conforme 

C-5 Banda infinita sobre plano con dos cortes semiinfinitos w — z + e z 


Plano xv 


A' 

1 

V 


K 

c 

B' 

7T 

E’ 

D' 



1 



Figura 8-59 


Plano z 


A 

y 

B C 


K 



K 


E 

D C 


Figura 8-60 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Transformaciones 

8.1. Sea 1Z la región rectangular del plano z [figura 8-61], limitada por x = 0, y = 0, x = 2, y = 1. Determine la 
región 7 Z' del plano w a la que se lleva la región 1Z con las transformaciones: 


a)w = z + ( 1 - 2i), b)w = v / 2e m/4 z, c)w= sfle^^z + (1 - 2 i). 


Solución 

a) 


Sea w = z + ( 1 — 2 i). Así, u + iv = x + iy + 1 — 2¿ = (x + 1) + i(y — 2) y u = x + 1, v = y — 2. 

La recta x = 0 se lleva a u = 1; y = 0 se lleva a v = —2; x = 2 se lleva aM=3;y=lse lleva ar = — 1 
[figura 8-62]. De manera similar se muestra que cada punto de 1Z se lleva a uno y sólo un punto de H! y vice¬ 
versa. 

Plano w 


y 


Plano z 



y= 1 


x = 0 

n 

x = 2 


y = o 


V = -l 


u = 1 


n 


Figura 8-61 


v=-2 

Figura 8-62 


u = 3 


Esta transformación o aplicación realiza una traslación del rectángulo. En general, w = z + fi lleva a cabo una 
traslación de cualquier región. 
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Problemas resueltos 


= y/2 e™' A z 

Así, u + iv = 

(1 + i)(x + iy) = 

recta x = 0 

se lleva a u = 

—y , v = y o u = 

+ y o u + v 

= 4; y = la u 

= X - 1, V = X + 


Plano z 



y= i 


x = 0 

n 

X=2 


y = o 


= 2-y. 


Plano w 


Figura 8-63 



Mediante esta aplicación se efectúa una rotación de 1Z (en un ángulo de tt/4 o 45 o ) y una elongación de 
las longitudes (de magnitud y/2). En general, la transformación w = az realiza una rotación y elongación 
de una región. 

c) Sea w — y¡2e m ! A z + (1 — 2í). Así, u + iv = (1 + i)(x + iy) + l-2iyu = x-y + 1, v = x + y - 2. 

Las rectas x = 0, y = 0, x = 2 , y = 1 se llevan, respectivamente, a u + v = — l,u-v=3,u + v=3, 
u - v = 1 [figura 8-66]. 

Plano j Plano w 



y 




y=l 



x = 0 

11 

x = 2 

X 


y = o 


Figura 8-65 


Mediante esta aplicación se lleva a cabo, como en 
traslación. En general, la transformación w = az + ¡3 
Esto se considera dos aplicaciones sucesivas: w = azi 



Figura 8-66 


b), una rotación y una elongación, y una subsecuente 
realiza una rotación, una elongación y una traslación, 
(rotación y elongación) y z\ = z + f3/a (traslación). 


8.2. Determine la región del plano w a la que se lleva cada una de las regiones siguientes mediante la transformación 
w — z 2 - a) Primer cuadrante del plano z. b) Región limitada por x — 1, y = 1 yi + y = 1. 


Solución 

a) Sea ¿ = re' e , w = pe Así, si w = z 2 , pe ,B = r 2 e 2iS y p = r 2 , 0 = 26. Por tanto, los puntos del plano z en 
(r, 6) se rotan un ángulo 26. Como los puntos del primer cuadrante [figura 8-67] del plano z ocupan la región 
0 < 6 < 77-/2, estos puntos se llevan a 0 < <f> < 7r, o el semiplano superior del plano w [véase la figura 8-68]. 

Plano z Plano w 



y 

X 

V 

u 





Figura 8-67 Figura 8-68 
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CAPÍTULO 8 Aplicación conforme 


b ) Como w = z 2 equivale a u + iv = (x + iy) 1 = x 1 — y 2 + 2ixy, se ve que u = x 2 — y 2 , v = 2xy. Después se lleva 

la recta x=lau=l — y 2 , v=2you=l - v 2 ¡ 4; la recta y = la u = x 2 — 1, o = 2x o u= v 2 /4 - 1 ; la recta 
y + x = 1 o y = l -x au = x 2 — (1 — x) 2 = 2x — 1, v= 2x(l — x) = 2x — 2x 2 ot>=|(l - u 2 ) al eliminara. 

Estas regiones se muestran sombreadas en las figuras 8.69 y 8.70, donde los puntos A, B, C se llevan a los 
puntos A', B' , C. Observe que los ángulos del triángulo ABC son iguales, respectivamente, a los ángulos del 
triángulo curvilíneo A'B'C' . Esto se debe a que esta transformación es conforme. 


Plano ¿ Plano w 




Transformaciones conformes 

8.3. Considere la transformación w =f(z ) en la que/(z) es analítica en z 0 v/'ÍZo) t 4 0. Demuestre que, con esta 
transformación, la tangente en zq a cualquier curva C del plano z que pase por z 0 [figura 8-7 1 ] se rota un 
ángulo a — arg f(zo) [figura 8-8]. 

Plano z Plano w 



Figura 8-71 Figura 8-72 


Solución 


Cuando un punto se mueve de z 0 a z 0 + a 1° largo de la curva C, su punto imagen se mueve a lo largo de C 
en el plano w de Wq a wq + Arv. Si el parámetro con que se describe la curva es í, entonces, correspondiente a la 
trayectoria z = z(t) [or = x(t), y = y(f)] en el plano z, se tiene una trayectoria w = w{t) [o u= u(t), v = v(t)] en 
el plano w. 

Las derivadas dz¡dt y dw/dt representan vectores tangentes a puntos correspondientes sobre C y C'. 

Ahora 


y, en particular en z o y wq, 


dw 

dt 


dw dz _ , dz 
~dz'dt~ iZ ’~dt 


dw 

dt 


= f\z o) 



( 1 ) 
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siempre que/(z) sea analítica en z = Zq ■ Se escribe 


dw 

~dt 


= Po¿\ 


f(z) = Re u 


dz 

dt 


= r 0 e Wa 


y se tiene, de acuerdo con (1), 

p 0 e‘^° = Rr 0 e m+a) (2) 

de manera que, como se buscaba, 

0o = 0o + a = do + arg/(zo) (3) 

Observe que si f(zo) = 0, a es indeterminada. Los puntos en los que/'(z) = 0 se conocen como puntos críticos. 

8.4. Demuestre que con la transformación w = f(z.) el ángulo entre dos curvas C¡ y C 2 que pasan por el punto z n 
del plano z [véanse las figuras 8-1 y 8-2 de la página 243] se conserva [en magnitud y en sentido], es decir, 
esta transformación es conforme si /(z) es analítica en zo y f'(z) ¥= 0. 


Solución 

De acuerdo con el problema 8.3, cada curva se rota en un ángulo arg/'(z 0 ). Por tanto, en esta transformación, el 
ángulo entre estas curvas debe conservarse tanto en magnitud como en sentido. 

Jacobiano de una transformación 


8.5. Sea w — f(z) — u + iv analítica en una región 1Z. Demuestre que 

3 (u, v) 


d(x, y) 


= \f\z)\ ¿ 


Solución 


Si/fi:) es analítica en TZ, entonces, las ecuaciones de Cauchy-Riemann 

3 u dv dv 3 u 

dx 3 v ’ dx 3 v 


se satisfacen en TZ. Por tanto. 



3 u 3 u 


du 3 u 

3 (u, v) 

dx dy 


dx dy 

d(x, y) 

dv dv 


du du 


dx dy 


dy dx 



2 


3 u , 3 u 
dx 3y 


\f'(z)\ 2 


con el problema 3.5. 

8.6. Encuentre el jacobiano de la transformación a) en el problema 8.1c), b) en el problema 8.2, e interprete 
geométricamente los resultados. 


Solución 

a) Sea w = f(z) = \f2e m ^z + (1 — 2 i). Así, de acuerdo con el problema 8.5, el jacobiano es 

= \f(z)\ 2 = |V2c^ 4 | 2 = 2 

3(x, y) 

Geométricamente, esto muestra que toda región del plano z [en particular, la región rectangular TZ de la 
figura 8-65, página 257] se lleva a una región que tiene el doble de su área. El factor |/'(z)| 2 = 2 se conoce 
como factor de magnificación. 


www.FreeLibros.me 













CAPÍTULO 8 Aplicación conforme 


Otro método. Esta transformación equivale a u = x - y, v = x + y y, por tanto, 

3 u 3 u 

3 (u, v) 


9(x, y) 


dx dy 
dv dv 
dx dy 


1 -1 

1 1 


= 2 


b) Sea w = f(z) = z . Así, 


3(n, v) 
d(x, y) 


= \f(z)\ 2 = \2z\ 2 = \2x + 2iy\ 2 = 4(x 2 + y 2 ) 


Geométricamente, una región pequeña de área A del plano z y con una distancia aproximada al origen r se 
llevaría a una región de área 4r 2 A del plano w. Por tanto, las regiones alejadas del origen se llevarían a regiones 
con un área mayor que las regiones similares cercanas al origen. 

Observe que, en el punto crítico z = 0, el jacobiano es cero. En este punto, la transformación no es con¬ 
forme. 

c n ^ , 90, v ) d(x, y) 

8.7. Demuestre que--= 1. 

d(x, y) 9(w, v) 

Solución 

Correspondiente a la transformación 

u = u(x,y), v = v(x, y) (1) 

cuyo jacobiano es 3 (n, v) /30c, y), se tiene la transformación inversa 

x = x(u, v ), y = y (u, v) (2) 

cuyo jacobiano es d(x, y)/d(u, v). De acuerdo con (1), 


3 u 


3 u 


dv 


dv 


du = — dx -|- dy, dv = — dx + — dy 


De acuerdo con (2), 


Por tanto. 


dx 


dx 


dy 


dx 


dx 


dy 


_ dy dy 

dx = -—du + -—dv, dy = A-du + A-dv 


du 


dv 


du 


dv 


du 

du = — 

dx dx 

— du - dv 

du 

-f~ ~r~ 

dy dy 

— du + — dv 


du dx du dv 

-1- 

du + 

du dx du dy 

-1- 

dx 

du dv 

dy\ 

du dv 


dx du dy du 

3x dv dy dv 


dv 


de donde 


De manera similar, se encuentra 


du dx du dy 
dx du dy du 


dv dx dv dy 
3v 3u 3y 3t> 


du dx du dy 

- 1 -- = 0 

dx dv dy dv 


dv dx dv dy 

-1-- = 0 

dx du dy du 


(3) 


(4) 
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Con (3) y (4), y la regla para el producto de determinantes (véase 


problema 8.94), se tiene 



du du 


dx dx 

d(u, v) d(x, y) 

dx dy 


du dv 

d(x, y) 3 (u, V ) 

^ 1 
co | 

1 

CO \ 


dy dy 


dx dy 


du dv 


1 0 
0 1 


du dx du dy 

dx 3 u dy du 

dv dx dv dy 

dx du dy du 


du dx du dv 

- 1 - 

dx dv dy dv 

dv dx dv dy 

- 1 - 

dx dv dy dv 


8 . 8 . Analice el problema 8.7 si u y v son las partes real e imaginaria de una función analítica/(z). 


Solución 

En este caso, de acuerdo con el problema 8.5, d(u, u)/d{x, y) = |/'(z)| 2 . Si la función inversa de w = f(z) es z = 
g(w), que se supone unívoca y analítica, entonces d(x, y)/d(u, v) = |g , (w)| 2 . El resultado del problema 8.7 es con¬ 
secuencia de que 

l/'(z)lV(w )| 2 = 

pues dw/dz = 1 /(dz/dw). 

Transformaciones bilineales o fraccionarias 

8.9. Encuentre la transformación bilineal que lleva los puntos zu Z 2 , Z3 del plano z, respectivamente, a los puntos 
w 1; W 2 , W 3 del plano w. 


dw 

z 

dz 

dz 


dw 


Solución 

Si w k corresponde a z k , k = 1, 2, 3, se tiene 

az + ¡3 az k + í3 (aS - ¡3y){z - z k ) 

w — Wk = -= - 

yz + 8 yzk + S (yz+ 8)(yz k + 8) 

Así, 

(aS -/3y)(z - z¡) (a8 -/3y)(z - Z3) 

w — W\ = -, W — Wt, = - 

(yz + S)(yzi + 8) {yz + S)(yz3 + S) 


Se sustituye w por w 2 y z por z 2 , 

(aS -/3y)(z 2 - Zi) {a8 — f3y)(z 2 — Z3) 

Wl — Wl = -, Wl — W3 — - 

(yz 2 + 8){yzi + 8) (yz 2 + S)(yz 3 + 8) 

Mediante la división de (1) entre (2), y si se supone que a8 — [3y ¥= 0, 

(w - h’i)(w 2 - w 3 ) _ (z-zi)(z 2 -Z 3 ) 

(w - h’ 3 )(w 2 -w 1 ) (z - z 3 )(z 2 - zi) 


( 2 ) 

(3) 


Se despeja w en términos de z y se obtiene la transformación buscada. El lado derecho de la igualdad (3) se conoce 
como cociente cruzado de zi, z 2 , Z 3 y z. 
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CAPÍTULO 8 Aplicación conforme 

8.10. Encuentre una transformación bilineal que lleve los puntos z — 0, —i, — 1 a w — i, 1, 0, respectivamente. 

Solución 

Método 1. Como w = (az + /3)/(yz + S), se tiene 


a(0) +/3 
7 ( 0 ) + S 


( 1 ) 


g(-¿) + ¡3 

y(—í) + s 


(2) 


a(-l ) + £ 

7(-l) + S 


(3) 


De (3), /3 = a. De (1), S = [3/i = —ia. De (2), y = ¡a. De este modo, 

_ az + a _l/z+l\_ 

iaz — ia i\z—lj \z — 1 / 

Método 2. Emplee el problema 8.9. Así, 


(w — Q(1 — 0) _ (z — 0)(—¿ + 1) 
(w — 0)(1 — 0 (z+lX-i-0) 


Se despeja. 



8.11. Sea ’q un punto en el semiplano superior del plano z. Muestre que 
la transformación bilineal w — e ,e ° {(z — Zq)/(z — Zo)! lleva el 
semiplano superior del plano z al interior del círculo unitario en el 
plano w, es decir, a |w| < 1. 

Solución 

Se tiene 


\w\ 


g Wo (/ - 

\z - Zoj 


z-zo 
z - zo 


De acuerdo con la figura 8-73, si z está en el semiplano superior, |z — z 0 | 
< |z — z 0 |, en donde la igualdad se satisface si y sólo si z está en el eje 
x. Por tanto, \w\ < 1, como se deseaba. 

Esta transformación también se obtiene directamente (véase el pro¬ 
blema 8.61). 
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8.12. Encuentre una transformación bilineal que lleve el semiplano superior del plano z al círculo unidad del plano 
vv de manera que z — i se lleve a vv — 0, y el punto al infinito, a vv = — 1 . 

Solución 

Se tiene que vv = 0 debe corresponder a z= i, y w = — 1, a z = °°. Así, de vv = e' e ° {(z — z 0 )/(z — Zo)}, se tiene 
0 = e ,e ° { (i — zo)/(/ — Zq) }, de manera que z 0 = i. Para z = oo, se tiene w = e ,e ° = — 1. Por tanto, la transformación 
buscada es 


w = (-1) 



i — z 
i + z 


En las figuras 8-74 y 8-75 se describe esta situación. 
Plano z 



Figura 8-74 



8.13. Encuentre los puntos fijos o invariantes de la transformación vv = (2z — 5)/(z + 4). 

Solución 

Los puntos fijos son las soluciones de z = (2z — 5)/(z + 4) o z 2 + 2z + 5 = 0, es decir, z = —1+2/. 

8.14. Demuestre que la transformación bilineal puede considerarse una combinación de las transformaciones de 
traslación, rotación, estiramiento e inversión. 

Solución 

Mediante división, 


az + B a By — a8 u 

vv =-= —|-= A -|- 

yz + o y y{yz + 8 ) z + v 

donde A = a/y , ¡jl = (¡3y — a8)/y 2 y v = 8/y son constantes. Esta transformación equivale a ¿f=z + n, t = 1/^ 
y w = A + /rr, que son combinaciones de transformaciones de traslación, rotación, estiramiento e inversión. 

8.15. Demuestre que la transformación bilineal transforma círculos del plano z en círculos del plano w, donde por 
círculos se entiende también los círculos de radio infinito, que son líneas rectas. 

Solución 

De acuerdo con el problema 1.44, la ecuación general de un círculo en el plano z es Azi + Bz + Bz + C = 0, donde 
A > 0, C > 0 y B es un complejo. Si A = 0, la circunferencia se reduce a una línea recta. 
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Con la transformación de inversión, w = 1 /z o z = 1 / w, esta ecuación se convierte en Cww + Bw + Bw + A = 0, 
un círculo en el plano w. 

Con la transformación de rotación y estiramiento, w = azoz = w/a, esta ecuación se convierte en Aww + ( Ba)w 
+ ( Bá)w + Caa = 0, también un círculo. 

De manera similar puede mostrarse, analítica o geométricamente, que con la transformación de traslación, los 
círculos se transforman en círculos. 

Como, de acuerdo con el problema 8.14, una transformación bilineal se considera una combinación de trasla¬ 
ción, rotación, estiramiento e inversión, se tiene el resultado deseado. 

Aplicaciones especiales 


8.16. Verifique las entradas a) A-2, página 248, b) A-4, página 249, c) B-l, página 253. 

Solución 

a) Consulte las figuras 8-13 y 8-14, página 248. 

Si z = x + ¡y, entonces 

w = u + iv = é nzl “ = e' m ' x+ly>l “ = e ra/a (cos ny/a + i sen vy/a) 
o u = e 1 ™/ 0 eos iry/a, v= e nlc ^ a semry/a. 

La recta v = 0 [el eje real en el plano z; DEF en la figura 8-13] se lleva a u = e 7TX/a , v = 0 [eje real posi¬ 
tivo en el plano w m , D'E'F’ en la figura 8-14]. El origen E [z =0] se lleva a E' [vv = l]yD[r= — oo, y = 0] y 
F [x = +oo, y = 0] se llevan a D' [w = 0] y F' [w = co], respectivamente. 

La recta y = a [ABC en la figura 8-13] se lleva a u = —e wx,ía , v = 0 [eje real negativo en el plano w,A'B'C' 
en la figura 8-14]. Los puntos A [x = +co, y = a\ y C [x = — oo, y = a] se llevan a A' [w = — oo] y C [w = 0], 
respectivamente. 

Cada punto tal que 0 < y < a, —oo < x < oo se lleva a un solo punto del plano uv para el que v > 0. 

b ) Consulte las figuras 8-21 y 8-22, página 249. 

Si z = re' e , entonces 


y 


W = II + iv = ■ 



a 

2 



1 

+ —e 
r 



la 

eos 6 - 1— 
2 


sen 8 


ll = 



eos 8 , 



sen 6 


La semicircunferencia BCD [ r = 1, 0 < 6 < n] se lleva al segmento de recta B'C'D' [u = a eos 0, v = 0, 
0 < 8 < 7r, es decir, —a < u < a\. 

La recta DE \8 = 0, r > 1] se lleva a la recta D'E' \u = (a/2){r + (1/r)}, v = 0]; la recta AB [6 = tt, 
r > 1] se lleva a la recta A'B 1 [u = —(a/2){r + (1 /r)}, v = 0]. 

Cada punto del plano z para el que r > lyO<0<7rse lleva a un solo punto del plano uv para el que 
v > 0. 

c) Consulte las figuras 8-43 y 8-44, página 253. 

Si z = re' 0 y w = pe entonces w = 1/z se convierte en pe = 1 /re ,e = (1 /r)e~ ,e , de donde p = 1/r, 
<fi = —8. 

La circunferencia ABCD [r = 1] en el plano z se lleva a la circunferencia A!B'C'D' [p = 1] del plano w. 
Observe que ABCD se describe en sentido contrario al de las manecillas del reloj; en cambio, A'B'C'D' se 
describe en el sentido de las manecillas del reloj. 

Todo punto interior de la circunferencia ABCD [r < 1] se lleva a un punto solo exterior a la circunferencia 
A'B'C’D' [p > 1], 
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Problemas resueltos 


Transformación de Schwarz-Christoffel 


8.17. Establezca la validez de la transformación de Schwarz-Christoffel. 


Solución 


Hay que mostrar que la función obtenida de 

^ = A(z - Xl r^-\z - x 2 ) a2/7T - > • • • (z - x n ) a ^- 1 (1) 

dz 

lleva el eje real del plano z a un polígono dado del plano w [figuras 8-76 y 8-77]. 

Para mostrar esto, observe que de (1) se tiene 

arg dw = arg dz + arg A + (— - 1) arg(z - x\) + (— - 1 
V ir / \ 7 t 

+ i~ ~ ! ) ar s(- “ •*«) 

Suponga que, a medida que z se mueve a lo largo del eje real, por la izquierda, hacia x h w se mueve a lo largo de 
uno de los lados del polígono hacia wq. Cuando z pasa del lado izquierdo dexj al lado derecho dex b 6 l = arg(z — x{) 
cambia de 7r a 0, mientras todos los demás términos en (2) permanecen constantes. Por tanto, arg dw decrece en 
(aq/77 — 1) arg(z — jci) = (oli/tt — 1)7r = a.\ —i t o, lo que es lo mismo, crece en 7r — oq [un incremento en direc¬ 
ción contraria a la de las manecillas del reloj]. 


) arg(z -x 2 )-\ - 

( 2 ) 



Plano z 



De esto se sigue que, al pasar por nq, la dirección cambia en un ángulo 7r — oq y, por tanto, ahora w se mueve 
a lo largo del lado w¡w 2 del polígono. 

Cuando z pasa a través de x 2 , 0¡ = arg(z — *!) y d 2 = arg(z - x 2 ) cambia de 7r a 0, mientras todos los demás 
términos permanecen constantes. Por tanto, en el plano w se efectúa otro cambio de dirección en un ángulo ir — a 2 . 
Al continuar este proceso, se ve que mientras z recorre el eje x, w recorre el polígono, y a la inversa. 

En realidad puede demostrarse que el semiplano superior se lleva, de acuerdo con (1), al interior del polígono 
(si es cerrado) [véase el problema 8.26]. 

8.18. Demuestre que, en los polígonos cerrados, la suma de los exponentes (a i/tt) — 1, (a 2 / 7r) — 1,..., (a n / tt) — 1 
en la transformación de Schwarz-Christoffel (8.9) u (8.10), página 247, es igual a —2. 

Solución 

La suma de los ángulos exteriores de cualquier polígono cerrado es 2tt. Así, 

(tt — ai) + (tt — a 2 )-\ - h (77 — a„) = 2 tt 

y al dividir entre —77 se obtiene, como se buscaba, 
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CAPÍTULO 8 Aplicación conforme 



8.19. Suponga que en la transformación de Schwarz-Christoffel (8.9) u (8.10), página 247, se elige un punto al 
infinito, por ejemplo x n . Muestre que el último factor no está presente. 

Solución 

En (8.9), página 247, sea A = donde K es una constante. Así, el lado derecho de (9) se escribe 

k( Z - jci - x 2 r^- x ■ ■ ■ ( Z - x „_ 1 )“»- 1 /-- 1 



Cuando x n —► oo, el último factor se aproxima a 1, lo que equivale a eliminar el factor. 

8.20. Determine una función que lleve el semiplano superior del plano z a cada una de las regiones del plano w 
que se indican. 

Solución 

a) 


Plano w 


Plano z 



y 


P Q 


S T 


1 


x 


Figura 8-78 


Figura 8-79 


Los puntos P, Q, S y T [figura 8-79] se llevan, respectivamente, a los puntos P', Q', S' y V [figura 8-78]. P', Q ', 
S' y T' pueden considerarse un caso límite de un polígono (un triángulo) con dos vértices en Q' y S', y el tercer 
vértice P' o T al infinito. 

De acuerdo con la transformación de Schwarz-Christoffel, como los ángulos en Q' y en S' son iguales a 7r/2, 
se tiene 


_ = A( Z + l)[(^/2)/^]-l( z _ 1 )[0r/2)/w]-l 

dz 


A _ K 

■Jz} - 1 Vi - z 2 


Se integra, 


w = K 


dz 

Vi - z 2 


+ 


B = K sen“' 


Z + B 


Cuando z= 1, w = b. Por tanto, 

b = Ksen\l) + B = Kn/2 + B (1) 

Cuando z= — 1, w = —b. Por tanto, 

-b = K sen 1 (-1) + B = -Ktt/2 + B (2) 

Se resuelven al mismo tiempo (1) y (2), y se encuentra que B = 0, K = 2b¡ tt. Por tanto, 

2b 

w = — sen z 

7 r 

El resultado equivale a la entrada A-3 a) de la página 248, si se intercambian w y z, y con b = a/2. 
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Problemas resueltos 


b) 


Plano w 


Plano z 




Figura 8-80 


Figura 8-81 


Los puntos P, O, Q\z= 1] y S se llevan a los puntos P', O', Q' [vv = bi] y S', respectivamente. Observe que P, 
S, P', S' son puntos al infinito (como indican las flechas), y que O y O' son los orígenes [z = 0] y [vv = 0] de los 
planos z y vv. Como los ángulos interiores en O' y Q' son tt/ 2 y 3 tt/ 2, respectivamente, se tiene, de acuerdo con 
la transformación de Schwarz-Christoffel, 


— = A(z — 0)K-'/2)/-']- I (z - l)K3ir/2)/ir ]—1 = aKJl = JT /Ll 
dz V z V z 


Así, 


w = K 



dz 


Para integrar esto, sea z = sen - 9 y se obtiene 


vv = 2 K 


eos 0 d9 = K 


(1 + eos 2 0)d9 = K\ 6 + -sen2d) + B 


: K{9+ sen Seos 9) + B = Á^sen l */z+ y/z(l — z)) + 


B 


Si z = 0, w = 0, de manera que B = 0. Cuando z= 1, w = bi, de manera que bi = Ktt/2 o K = 2¿>¿/7r. Por 
tanto, la transformación buscada es 


2 bi / 


(^sen 1 Vi + >/z(l - 


8.21, Encuentre una transformación que lleve el círculo unitario del plano £, a un polígono en el plano vv. 

Solución 


El eje x del plano z puede llevarse a un polígono en el plano vv mediante la transformación de Schwarz-Christoffel 


vv = A 


{z-x l ) a '^-\ z -x 2 r^- x 


■(z-XnY^-'dz + B 


( 1 ) 


y el semiplano superior del plano z al interior del polígono. 

Una transformación que lleva el semiplano superior del plano z sobre el círculo unitario en el plano £ es 


t = 


i — z 
i + z 


(2) 


al sustituir vv por £ y tomar 9 = ir, zo = i en la ecuación (8.8) de la página 246. Por tanto, z = ¿{(1 — ¿)/( 1 + £)} 
lleva el círculo unitario del plano £ sobre el semiplano superior del plano z. 
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CAPÍTULO 8 Aplicación conforme 



Si X] , x 2 ,... ,x n se llevan, respectivamente, a £ 2 > ..., 4 al círculo unitario, se tiene para k = 1, 2,..., n. 


■ x k = i 


I ~ 4 

1 + 4 


1 ~ 4 \ - 2 i{£-£ k ) 

1 + 4 / (1 + 4 ( 1 + 4 ) 


Además, ¿fe = — 2 id£/(\ + £) 2 . Se sustituye en (1) y simplifica, pues la suma de los exponentes (aq/77-) — 1, (a^/V) 
— 1,..., (a„/ir) — 1 es —2, y se encuentra la transformación buscada 


w = A ' 


a- 4 r i/v ~\c- iiT i,ir ~ x ■■■( i - 4 )“” /7T ~' d£+B 


donde A ' es una nueva constante arbitraria. 


Transformaciones de fronteras en forma paramétrica 

8.22. Sea C una curva en el plano z con ecuaciones paramétricas x = F(t), y — G(t). Muestre que la transforma¬ 
ción 

2 = F(w) + iG(w) 

lleva el eje real del plano w sobre C. 

Solución 

Suponga que z = x + iy, W = u + iv. Así, la transformación se escribe 

x + iy = F{u + iv) + iG{u + iv) 

Entonces, f = 0 [el eje real del plano w] corresponde a x + iy = F(u) + iG{u), es decir, x = F(u) y y = G(u), lo 
que representa la curva C. 

8.23. Encuentre una transformación que lleve el eje real del plano w sobre la elipse (x 2 /a 2 ) + (y 2 /b 2 ) — 1 en el 
plano z. 

Solución 

Un conjunto de ecuaciones paramétricas para la elipse es el dado por x = a eos t,y = b sen t. donde a > 0, b > 0. 
Así, de acuerdo con el problema 8.22, la transformación buscada es z = a eos w + ib sen w. 

Problemas diversos 


8.24. Encuentre una función que lleve el semiplano superior del plano z sobre el interior de un triángulo en el plano 
w [figura 8-82], 

Solución 


Considere el semiplano superior del plano z, que aparece sombreado en la figura 8-83. Los puntos P [z = 0] y Q [z = 1] 
del eje x se llevan a los puntos P' [w = 0] y Q 1 [w = 1] del triángulo, y el tercer punto R [z = oo] se lleva a R'. 


Plano w 



Plano z 



y 



R 

p 

Q 

R 


0 

i 



Figura 8-83 
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Problemas resueltos 


De acuerdo con la transformación de Schwarz-Christoffel, 

dw 


_= Az“ / ’ r_1 (z - l) W7r_1 = Kz a,7T ~ l (í - z)^ -1 

dz 


Después, mediante integración, 


w = K 


r^-'ü - D®"- 1 d£ + B 


o 

Como w = 0 cuando z = 0, se tiene 5 = 0. Además, como w = 1 cuando z = 1, se tiene 

i 


1 = K 




r(a/-7T)r(^/-7r) 

a + ¡3 

7 T 


con las propiedades de las funciones beta y gamma [véase el capítulo 10]. Por tanto, 

rí 


K = 


a+ (3 

7 T 


ro/77)r(/3/77-) 


y la transformación buscada es 


a + ¡3 


r(a/7T)r(/3/7T) 


r^-'íl -lf /7r ~ l dC 


Observe que esto coincide con la entrada A-13 de la página 252, puesto que la longitud del lado A'B' en la 
figura 8-39 es 

Via/ tt)T(J3/ tt) 


¿“^-‘(l - fie/”-' d£ = 


a + ¡3 


.25. a) Encuentre una función que lleve el semiplano superior del plano z, de la figura 8-55, sobre la región 
sombreada del plano w, de la figura 8-84. 

b) Analice el caso en que b —> 0. 


Plano w 



Plano z 




y 



p 

Q 

s 

T 

U 

-1 

0 

1 



Figura 8-85 


a) Cada uno de los ángulos interiores en Q y T son tt — a, mientras que el ángulo en S es 277 — (77 — 2a) = 17 + 
2a. Así, mediante la transformación de Schwarz-Christoffel, se tiene 


_ _ _|_ jj(7r-a)/ir-l^(7T+2a)/7r-l^ 

dz 


1) 


(" 7 T — Oí )/ TT — 1 


(z 2 - 1)“^ “ (1 - Z 2 )“^ 
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CAPÍTULO 8 Aplicación conforme 


Por tanto, al integrar. 


w = K 



(1 - ?) a/n 


d£+B 


Cuando z = 0, w = ai', entonces, B = ai y 


w = K 

o 




(1 _ 


d£ + ai 


( 1 ) 


El valor de K se expresa en términos de la función gamma porque w = b para z = 1 [problema 8.102]. Se 
encuentra 



tí) Conforme b —> 0, a —> tt/ 2 y el resultado del inciso a) se re¬ 
duce a 

= aiyj 1 — Z 2 = Cly] Z 2 — 1 

En este caso, la figura 8-84 se reduce a la figura 8-86. El resultado 
en este caso se halla directamente a partir de la transformación 
de Schwarz-Christoffel al considerar P'Q'S'T'U' un polígono con 
ángulos interiores en Q', S' y T' iguales a tt/2, 2t t y tt/2, respec¬ 
tivamente. 


w = ai — ai 


ldi 




Plano w 




V 



ai 

S' 


P' 

Q ' 

r 

ir 


Figura 8-86 


8.26. Demuestre que la transformación de Schwarz-Christoffel en el problema 8.17 lleva el semiplano superior 
sobre el interior del polígono. 

Solución 


Basta probar que esa transformación lleva el círculo unitario sobre el interior del polígono, pues ya se sabe [pro¬ 
blema 8.11] que el semiplano superior puede llevarse sobre el círculo unitario. 

Suponga que la función que lleva el círculo unitario del plano z sobre el polígono P en el plano w está dada por 
w =/(z), donde/(z) es analítica en el interior de C. 

Hay que mostrar que a cada punto a en el interior de P corresponde uno y sólo un punto, por ejemplo, zo, tal 
qu ef(z 0 ) = a. 

Así, de acuerdo con la fórmula integral de Cauchy, como a está en el interior de P, 


De este modo, como w - a = f(z) - a. 


1 

27 TÍ 


dw 


= 1 


1 

27 TÍ 


f(z) 
ftz) - a 


dz = 1 


Pero/(z) - a es analítica en el interior de C. Por tanto, de acuerdo con el problema 5.17, se mostró que sólo existe 
un cero (por ejemplo, z 0 ) de/(z) - a en el interior de C, es decir,/( zq) = ¿A como se necesitaba. 
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Problemas complementarios 


8.27. Sea C una circunferencia en el plano z con centro en el eje real, y suponga además que pasa por el punto 
z — 1 y tiene z — — 1 como un punto interior. [Véase la figura 8-87. ] Determine la imagen de C en el plano w 
con la transformación w =f(z ) = \ (z + 1/z). 

Solución 


Se tiene dw/dz = | (1 — 1 /z 2 ). Como dw/dz = 0 en z = 1, se sigue que z = 1 es un punto crítico. De la serie de 
Taylor para/(z) = ^ (z + 1/z) en torno a z = 1, se tiene 

w - 1 = i[(z - l) 2 - (z - l) 3 + (z - l) 4 - • ■ ■ ] 


De acuerdo con el problema 8.100 se ve que los ángulos con vértices en z = 1 duplican su magnitud con esta transfor¬ 
mación. En particular, como en z = 1 el ángulo exterior a Ccs ir, en w = 1 el ángulo exterior a la imagen C es 2 p. Por 
tanto, C tiene una cola aguda en w = 1 (véase la figura 8-88). Otros puntos de C también se hallan directamente. 




Figura 8-87 Figura 8-88 


Es interesante observar que, en este caso, la circunferencia |z| = 1 queda contenida en C y, con esta transfor¬ 
mación, se lleva al segmento desde w = — 1 hasta w = 1. Así, a medida que C tiende a |z| = 1, C tiende a la recta 
que une w = — 1 y w = 1. 


8.28. Suponga que se mueve la circunferencia C del problema 8.27 de manera que su centro queda en el semiplano 
superior pero que aún pasa por z = 1 y encierra az = — 1. Determine la imagen de C con la transformación 

W = j(z + 1/z). 


Solución 


Al igual que en el problema 8.27, como z = 1 es un punto crítico, en w = 1 se obtendrá la forma puntiaguda [figura 
8-90]. Si la circunferencia |z| = 1 no está completamente comprendida en C [como se muestra en la figura 8-89], 
en la imagen C no estará totalmente comprendida la imagen de |z| = 1 [que es el segmento de w = — 1 aw = 1], 
En C' sólo estará contenida la parte del segmento que corresponde a la parte de la circunferencia |z| = 1 que se 
encuentra en el interior de C. La apariencia de C' será, por tanto, como se muestra en la figura 8-90. Al modificar 
C de manera apropiada se obtienen otras formas similares a C. 


Plano z 



Plano w 



El hecho de que C recuerde el corte transversal de un ala de avión, que se suele denominar perfd alar o perfil 
aerodinámico, es importante para la teoría aerodinámica (véase el capítulo 9), y Joukowski lo usó por primera vez. 
Debido a esto, a las formas como las de la curva C se les suele llamar perfiles de Joukowski, yaw = /(z+ 1 /z), 
transformación de Joukowski. 
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CAPÍTULO 8 Aplicación conforme 


PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


Transformaciones 

8.29. Dado el triángulo T en el plano z, con vértices en i , 1 - i, 1 + i. determine el triángulo T' al que se lleva T con 
las transformaciones a) w = 3z + A — 2i, b) w = iz + 2 — i, c) w = 5 e m ^z — 2 + Ai. ¿Qué relación hay entre 
TyT' en cada caso? 

8.30. Bosqueje la región del plano w a la que se lleva la región interior del triángulo T del problema 8.29 con las 
transformaciones a) w = z 2 , b)w= iz 2 + (2 — i)z, c)w = z+ 1/z. 

8.31. a) Muestre que, mediante la transformación vv = 1/z. la circunferencia C dada por |z — 31 = 5 se lleva a la 
circunferencia \w + 3/16| = 5/16. b ) ¿A qué región se lleva el interior de C? 

8.32. a) Demuestre que con la transformación w = (z — i) j(iz — 1), la región Im{z} > 0 se lleva a la región \w\ < 1. 
b ) ¿A qué región se lleva Im{z} < 0 con esta transformación? 

8.33. a) Muestre que la transformación w = ze~ a + z -1 e“), donde a es real, lleva el interior de la circunferencia 
|z| = 1 al exterior de una elipse [véase la entrada B-2 de la página 253]. 

b) Encuentre la longitud de los ejes mayor y menor de la elipse del inciso a) y trace la elipse. 

8.34. Determine la ecuación de la curva en el plano w a la que se lleva la recta jc + y = I con las transformaciones 
a) w = z 2 , b)w= 1 /z. 

8.35. Muestre que w = {(1 + z)/(l — z)} 2 ^ 1 lleva el círculo unitario a una región en forma de cufia e ilustre 
gráficamente. 

8.36. a) Muestre que la transformación w = 2z — 3¿z + 5 — Ai equivale a u = 2x + 3y + 5, v = 2y — 3x — A. 

tí) Determine el triángulo en el plano uv al que se lleva el triángulo T del problema 8.29 con la transformación 
del inciso a). ¿Son similares estos triángulos? 

8.37. Exprese las transformaciones a ) u = Ax 1 — 8v, v = Sx — 4y 2 y tí) u = x 2 — 3 xy 2 , v = 3x 2 v — y 3 en la forma 
w = F(z, z). 


Transformaciones conformes 

8.38. Las rectas y = 2x, x + y = 6 del plano xy se llevan al plano w mediante la transformación w = z 2 . a) Muestre 
gráficamente las imágenes de las rectas en el plano w. 

tí) Muestre analíticamente que el ángulo de intersección de las rectas es el mismo que el ángulo de intersección 
de sus imágenes y explique a qué se debe esto. 

8.39. Repita el problema 8.38 con las transformaciones a) w = 1/z, b) w = {(z — i)/(z + 1)}. 

8.40. El interior de un cuadrado S con vértices en 1, 2, 1 + i, 2 + i se lleva a una región S' mediante las transformaciones 
a) w = 2z + 5 — 3 i, b) w = z 2 , c) w = sen ttz. En cada caso, bosqueje las regiones y verifique directamente 
que los ángulos interiores de S' son ángulos rectos. 

8.41. a) Bosqueje las imágenes de la circunferencia (x — 3) 2 + y 2 = 2 y la recta 2x + 3y = 1 con la transformación 
w = 1/z. b) Determine si las imágenes de la circunferencia y de la recta del inciso a) se intersecan en los 
mismos ángulos que el círculo y la recta. Explique. 

8.42. Repita el problema 8.41 con el círculo (x — 3) 2 + y 2 = 5 y la recta 2x + 3y = 14. 

8.43. a) Repita el problema 8.38 con la transformación w = 3z — 2íz. 
tí) ¿Su respuesta al inciso tí) es la misma? Explique. 

8.44. Demuestre que una condición necesaria y suficiente para que la transformación w = F(z, z) sea conforme en una 
región IZ es que dF/dz = 0 y dF/dz ^ 0 en IZ, y explique el significado de esto. 
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Problemas complementarios 


Jacobianos 

8.45. a) En cada inciso del problema 8.29 determine el cociente entre las áreas T y T'. 

b) Compare lo hallado en el inciso a) con el factor de magnificación \dw/dz\ 2 y explique el significado. 

8.46. Encuentre el jacobiano de las transformaciones a)w = 2z 2 — iz + 3 — i, b) u = x 2 — xy + y 2 , v = x 2 + xy + y 2 . 

8.47. Demuestre que un polígono en el plano z se lleva a un polígono similar en el plano w mediante la transformación 
w = F(z) si y sólo si F'(z) es una constante diferente de cero. 

8.48. La función analítica F{z) lleva el interior IZ de una circunferencia definida por |z| = 1 a una región IZ' limitada 
por una curva simple cerrada C'. Demuestre que a) la longitud de C es § c \F'(z)\\dz\, b) el área de IZ! es 
\\ n \F\z)\ 2 dxdy. 

8.49. Demuestre el resultado (8.2) de la página 242. 

8.50. Encuentre el cociente entre las áreas de los triángulos del problema 8.36¿») y compare con el factor de magnificación 
obtenido con el jacobiano. 

OC1C , s , s (( , í? \ \ TS 1 9 («> 9( "’ d ( X ’ y ) 

8.51. Sean u = u{x, y), v = v(x, y)yx = x(g, v), y = V)- «) Demuestre que ——- = —-- ■ ——-. 

d(£, 17 ) d(x, y) d(Í, 17 ) 

b ) Interprete geométricamente el resultado del inciso a), c) Generalice el resultado del inciso a). 

8.52. Muestre que si w = u + iv = F(z), z = x + iy = G(¿j y Z, = ^ + ¡ 17 , el resultado del problema 8.51a) equivale 
a la relación 


dw 


dw 

dz 

di 


dz 

di 


Transformaciones bilineales o fraccionarias 

8.53. Encuentre una transformación bilineal que lleve los puntos i, —i, 1 del plano z, respectivamente, a los puntos 0, 
1 , 00 del plano w. 

8.54. a) Encuentre una transformación bilineal que lleve los vértices 1 + i, —i, 2 - i de un triángulo T en el plano z a 
los puntos 0 , 1 , i del plano w. 

b) Bosqueje la región a la que se lleva el interior del triángulo T con la transformación obtenida en el inciso a). 

8.55. Compruebe que la siguiente es también una transformación bilineal: 

a) dos transformaciones bilineales sucesivas, b ) cualquier número de transformaciones bilineales sucesivas. 

8.56. Suponga que a ^ b son dos puntos fijos de una transformación bilineal. Muestre que esta transformación se 
escribe en la forma 

H--a = 

w — b \z — bj 


donde K es una constante. 

8.57. Suponga que, en el problema 8.56, a = b. Muestre que esta transformación se expresa como 


1 


w — a 



+ k 


donde k es una constante. 

8.58. Verifique que la transformación bilineal más general que lleva |z|= 1 a \w\ = 1 es 


el z-P 
PZ- 1 


donde p es una constante. 
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CAPÍTULO 8 Aplicación conforme 

8.59. Muestre que la transformación del problema 8.58 lleva |z| < 1 a a) |w| < 1 si \p\ < 1 y a b) \w\ > 1 si \p\ > 1. 

8.60. Analice el problema 8.58 si \p\ = 1. 

8.61. Resuelva directamente el problema 8.11. 

8.62. a) Suponga que z¡, Z 2 , Z 3 , "4 son cuatro puntos distintos de una circunferencia. Demuestre que el cociente cruzado 
es real. 

b ) ¿Es verdadero el recíproco del inciso a)? 

Transformación de Schwarz-Christoffel 

8.63. Con la transformación de Schwarz-Christoffel determine una función que lleve cada región indicada del plano z 
sobre el semiplano superior del plano w. 

a) 


Plano z 


Plano w 



11 


Plano z 



y 

B & 


2 


<C 


D E 


Figura 8-93 


Plano w 




V 



A' 

B' 

c 

D' 

E' 

-í 

1 


Figura 8-94 


c) 


Plano z 


C 


y 

B 


A 



■x 


Figura 8-95 


Plano w 




V 



A' 

B' 

c 

D' 

E' 

4 

i 


Figura 8-96 
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Problemas complementarios 


d) 



Figura 8-97 



Figura 8-98 


8.64. Verifique la entrada A-14 de la página 253 con la transformación de Schwarz-Christoffel. 

8.65. Encuentre una función que lleve la región infinita sombreada de la figura 8-99 sobre el semiplano superior del 
plano z [figura 8-100], de manera que P, Q y R se lleven, respectivamente, a P', Q' y R' [donde P, R, P', R' son 
puntos al infinito, como indican las flechas]. 



Plano z 


P' 

y 

Q' t R' 




Figura 8-100 


8 .66. Verifique la entrada A-12 de la página 252 con la transformación de Schwarz-Christoffel. 

8.67. Encuentre una función que lleve cada región sombreada indicada del plano w sobre el semiplano superior del 
plano z. 

á) 


Plano w 



Plano z 



y 



p' 

Q' 

R' 

S' 


1 


Figura 8-102 


x 
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CAPÍTULO 8 Aplicación conforme 


b) 


Plano w 



Plano z 



y 




P' 

Q' 

R' 

S' 

T 


1 


Figura 8-104 


8 . 68 . a) Verifique la entrada A-l 1 de la página 252 con la transformación de Schwarz-Christoffel. 

b ) Emplee el resultado del inciso a) y la entrada A-2 de la página 248 para llegar a la entrada C-5 de la página 
256. 


Transformaciones de fronteras en forma paramétrica 

8.69. a) Encuentre una transformación que lleve la parábola y 2 = 4 p{p — x ) en una línea recta. 
tí) Analice la relación entre su respuesta y la entrada A-9 de la página 251. 

8.70. Encuentre una transformación que lleve la hipérbola x = a cosh t,y = a senh t en una línea recta. 

8.71. Encuentre una transformación que lleve la cicloide x = a(t — sen t),y = a{ 1 — eos t) en una línea recta. 

8.72. a) Encuentre una transformación que lleve la hipocicloide x 2,/3 + y 2 / 3 = a 2 ^ en una línea recta. 

b) ¿A qué región se lleva el interior de la hipocicloide con esa transformación? Justifique su respuesta. 
[Sugerencia: Las ecuaciones paramétricas para la hipocicloide son x = a eos 3 t,y = a sen 3 t,0<t< 2 tt.] 

8.73. Dos conjuntos de ecuaciones paramétricas para la parábola y = x 2 son a) x = t, y = r y b) x = ±e r , y = e 2r . Emplee 
estas dos ecuaciones paramétricas para llegar a dos posibles transformaciones que lleven esta parábola a una línea 
recta, y determine si tiene alguna ventaja usar una o la otra. 


Problemas misceláneos 

8.74. a) Muestre que la transformación w — \/z lleva la circunferencia \z — a\ — a, donde a > 0, en una línea 
recta. Ilustre esto gráficamente, y muestre la región a la que se lleva el interior de la circunferencia, así como 
diversos puntos de la circunferencia. 

tí) Muestre que el resultado del inciso a) sirve para obtener la transformación del semiplano superior en el círculo 
unitario. 

8.75. Demuestre que la función w = {z 2 /a 2 ) — 1 lleva un bucle de la lemniscata r 2 = 2a 2 eos 26 sobre la circunferencia 
unitaria. 

8.76. Demuestre que la función w = c 2 lleva la circunferencia |z — a\ = a, a > 0, sobre la cardiode p = 2a 2 (l + eos <j>) 
[véase la entrada C-2 en la página 252]. 

8.77. Muestre que la transformación de Joukowski w = z + k 2 /z se escribe como 

w— 2 k_ (z — A 2 
w + 2k \z + Ay 
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Problemas complementarios 


8.78. 


8.79. 

8.80. 
8.81. 
8.82. 


8.83. 

8.84. 


8.85. 


8 . 86 . 

8.87. 

8 . 88 . 


a) Sea w = F(z ) una transformación bilineal. Muestre que la transformación lineal más general para la que 
F{F(z)} = z está dada por la expresión siguiente, en donde k 2 = 1: 


w-p z p 

-= k - 

w — q Z — q 


b) ¿Cuál es el resultado del inciso a) si F{.F[F(z)] } = z? 

c) Generalice los resultados de los incisos a) y b). 

a) Determine una transformación que rote la elipse x 2 + xy + y 2 = 5 de manera que los ejes mayor y menor sean 
paralelos a los ejes coordenados, b ) ¿Cuáles son las longitudes de los ejes mayor y menor? 

Encuentre una transformación bilineal que lleve la circunferencia |z — 11 = 2 sobre la recta x + y = 1. 

Verifique las transformaciones a) A- 6 , tí) A-7, c) A -8 de las páginas 250 y 251. 

Considere la proyección estereográfica del plano complejo sobre una esfera unitaria tangente a él. Construya un 
sistema de coordenadas rectangulares XYZ de manera que el eje Z coincida con NS y los ejes Xy Y coincidan con 
los ejes x y y de la figura 1-6, página 7. Demuestre que el punto (X, Y, Z) que corresponde a ( x, y) en el plano es 
tal que 


X = 


x 

x 2 + y 2 + 1 ’ 


Y = 


y 

x 2 + y 2 + 1 ' 


Z = 


x 2 + y 2 
x 2 + y 2 + 1 


Verifique que una transformación mediante una proyección estereográfica es conforme. 

a) Demuestre que mediante una proyección estereográfica, las longitudes de arco de la esfera se magnifican en la 
proporción (x 2 + y 2 + 1 ) : 1 . 

b) Analice lo que ocurre con las regiones cercanas al polo norte. ¿Qué efecto produce esto sobre las cartas de 
navegación? 

Sea u = u(x, y), v = v(x, y) una transformación de puntos del plano xy sobre puntos del plano uv. 
a) Muestre que, para que la transformación preserve los ángulos, es necesario y suficiente que 


/ 9n\ 2 / 9t>\ 2 / du\ 2 / 9íA 2 du du dv dv 

\9x/ "\3bty V^T/ ~\9>y ' dxdy + dxdy 

tí) A partir del inciso a), deduzca que se debe tener ya sea 


du dv du dv 

dx dy ’ dy dx 


du dv du dv 

dx dy ’ dy dx 


Concluya, por tanto, que u + iv debe ser una función analítica de x + iy. 

Encuentre el área de la elipse ax 2 + bxy + cy 2 = 1, donde a > 0, c > Oy b 2 < 4 ac. 


Se dice que una transformación w = f(z) de puntos en un plano es involutiva si z = f(w). En este caso, una 
repetición única de la transformación regresa cada punto a su posición original. Encuentre las condiciones que 
deben satisfacer a, /3, y, S para que la transformación bilineal w = (az + P)/(yz + 8 ) sea involutiva. 

Muestre que las transformaciones a) w = (z + l)/(z — 1) y tí) w = ln coth(z/2) son involutivas. 
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CAPÍTULO 8 Aplicación conforme 


8.89. 

8.90. 

8.91. 

8.92. 

8.93. 

8.94. 


8.95. 


8.96. 

8.97. 

8.98. 

8.99. 

8 . 100 . 


8 . 101 . 


Encuentre una transformación bilineal que lleve |z| < 1 sobre \w — 1| < 1 de manera que los puntos 1, —i 
correspondan a 2 , 0 , respectivamente. 

Analice qué significado tiene que en una transformación bilineal el jacobiano sea cero. 

Demuestre que la transformación bilineal w = ( az + ¡3)/(yz + 5) tiene un punto fijo si y sólo si (5 + a ) 2 = 
4(a5 — ( 3 y) ¥= 0. 

a) Muestre que la transformación w = (az + y)/(yz + a), donde |a | 2 — |y | 2 = 1 transforma la circunferencia 
unitaria y su interior en sí misma. 

tí) Muestre que si |y | 2 — |a| 2 = 1, el interior se lleva al exterior. 

Suponga que con la transformación w = F(z, z) todas las curvas C\ y C 2 que se intersequen en el plano z se llevan 
a curvas correspondientes Cj y Cí que se intersequen en el plano w. Demuestre que, si esta transformación es 
conforme, á) F(z, z) sólo es función de z, por ejemplo,/(z), y b)f(z) es analítica. 

a) Compruebe la regla de la multiplicación para los determinantes [véase el problema 8.7]: 


a i b i 

a 2 bz 


a\a 2 + b\C 2 

a\b 2 + bid 2 

ci di 

C2 d 2 


C\a 2 + cic 2 

c\b 2 + d\d 2 


b) Muestre cómo generalizar el resultado del inciso a) a los determinantes de tercer orden y de orden superior. 


Encuentre una función que lleve las regiones sombreadas de las figuras 8-105 y 8-106 una sobre la otra, donde 
QS tiene una longitud b. 


Plano w 



Plano z 




y 



P' 

?' 

S' 

T 

. V 


-1 0 1 

Figura 8-106 


a ) Muestre que la función w = J¿ dt/( 1 — r 6 ) 1 ^ 3 lleva un hexágono regular a un círculo unitario. 

b) ¿Cuál es la longitud de cada lado del hexágono del inciso a)? 

Muestre que la transformación w = (Az 2 + Bz + C)/(Dz 2 + Ez + F) se considera una combinación de dos 
transformaciones bilineales separadas por una transformación del tipo t = £ 2 . 

Encuentre una función que lleve un polígono regular de n lados en el círculo unidad. 

Verifique las entradas a) A-9, página 251; tí) A-10, página 251; c) B-3, página 254; d) B-4, página 254; 
e) C-3, página 255; /) C-4, página 255. 

Suponga que la transformación w =f(z) tiene el desarrollo en serie de Taylor 

F"Ua) 

w =f(z) = f (cí) +f'(a)(z - a) + ■ ■ ■ + J -^(z - a)" + ■■■ 

ni 


Suponga qu ef k \á) = 0 para k = 0, 1,..., n - 1 y /"Va) ^ 0. Muestre que los ángulos en el plano z con vértices 
en z = a se multiplican por n en el plano w. 

Determine una función que lleve la banda infinita —tt/4 < x < 7 t /4 sobre el interior del círculo unitario |w| < 1, 
de manera que z = 0 corresponda a w = 0 . 
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Respuestas a los ejercicios complementarios ^ 

8.102. Verifique el valor de K obtenido en la ecuación (2) del problema 8.25. 

8.103. Encuentre una ecuación que lleve el semiplano superior sobre el interior de un triángulo con vértices enw = 0, 1 , i, 
que correspondan a z = 0, 1, oo, respectivamente. 


RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS 


8.33. 

b ) 

2 cosh a 

y 2 senh a, respectivamente 

8.34. 

a) 

u 2 + 2 v - 

= 1, b ) u 2 + 2 uv + 

2 1 ? = u + v 

8.37. 

a) 

w = (1 + i)(z 2 + z z ) + (2 - 2 i)zz + 8 iz. 


b) 

w = f 



8.46. 

a) 

|4z - ¡f, 

b ) 4(.r + y 2 ) 


8.53. 

w 

= (1 - Diz - i)/ 2 (z - 1) 


8.54. 

a) 

w = (2 z 

- 2 - 2 i) /{{i - l)z - 

- 3 - 5/} 

8.62. 

Sí 




8.63. 

a ) 

w = z 3 . 

b)w = cosh(77z/2), 

c) w = e z , 


d) 

w = z 4 ' 5 



8.65. 

z - 

= (w + '7T 

' — TTÍ) 2 ^ 


8.69. 

á) 

Una posibilidad es z = p — 

pw 2 + 2 piw 


x - 

= P( 1 - 

r), y = 2 pt 



8.70. z = í/tcosh w + senh vv) 

8.71. z = a(w + i — ie ~ m ) 

8.72. á) z = a( eos 3 w + i sen 3 w) 
8.78. b ) Igual que a) con k? = I 

8.86. 27r/V4ac — b 2 

8.87. 8 =-a 

8.96. b) (1/6)4/21(1/3) 

8 . 101 . w = tan z 

H3/4) 


8.103. w = 


Vsr(i/4)J 




p( 1 + iwf, que se obtiene con las ecuaciones paramétricas 
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Aplicaciones físicas 
de las transformaciones 
conformes 

9.1 Problemas de valor frontera 

En la ciencia y en la ingeniería, muchos problemas, al formularse matemáticamente, conducen a ecuaciones diferen¬ 
ciales parciales y a condiciones relacionadas que se conocen como condiciones frontera. El problema de hallar solu¬ 
ciones a ecuaciones diferenciales que satisfagan las condiciones frontera se conoce como problema de valor frontera. 

Desde el punto de vista matemático, así como desde el punto de vista físico, es de fundamental importancia no 
sólo hallar las soluciones (es decir, que tales soluciones existan), sino que para cada problema debe haber sólo una 
solución (es decir, que la solución sea única). 


9.2 Funciones armónicas y conjugadas 


Se dice que una función que satisface la ecuación de Laplace 


V 2 $ 


a 2 a> a 2 # 

dx 2 ^ 3 y 2 


(9.1) 


en una región TZ es armónica en 7 Z. Como ya se vio, si f(z) = u(x, y) + iu(x, y) es analítica en TZ, entonces u y v son 
armónicas en 7 Z. 

EJEMPLO 9.1 Sea f(z) = 4z 2 — 3 iz = 4(x + iy) 2 — 3 i(x + iy) = 4x 2 — 4y z + 3 y + i(Sxy — 3x). Entonces 
u = 4x 2 — 4y 2 + 3y, v = 8 xy — 3x. Como u y v satisfacen la ecuación de Laplace, son armónicas. 


Las funciones u y v se llaman funciones conjugadas, y dada una, se halla la otra salvo una constante aditiva arbi¬ 
traria [véase el capítulo 3]. 


9.3 Problemas de Dirichlet y de Neumann 

Sea 7 Z una región simplemente conexa limitada por una curva simple cerrada C. Dos tipos de problemas de valor 
frontera son de gran interés. 

1. El problema de Dirichlet trata de hallar una función <í> que satisfaga la ecuación de Laplace (9.1) [es 
decir, que sea armónica] en TZ y que sobre la frontera C tome valores prefijados. 
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9.5 Problema de Dirichlet para el semiplano 

2. El problema de Neumann trata de hallar una función '!> que satisfaga la ecuación de Laplace (9.1) en TZ 
y que en la frontera C su derivada normal 3<í>/3w tome valores prefijados. 

y 


c 



x 


Figura 9-1 

La región 7 Z puede ser no acotada. Por ejemplo, 7 Z puede ser el semiplano superior con el eje x como frontera 
de C. 

Puede mostrarse que las soluciones, tanto al problema de Dirichlet como al de Neumann, existen y son únicas 
[en el problema de Neumann, salvo una constante aditiva arbitraria] con muy ligeras restricciones impuestas a las 
condiciones frontera [véanse los problemas 9.29 y 9.80]. 

Es interesante que el problema de Neumann se presente en términos de un problema de Dirichlet adecuadamente 
planteado (véase el problema 9.79). Por tanto, si se resuelve el problema de Dirichlet, también se resuelve (al menos 
de manera teórica) el correspondiente problema de Neumann. 


9.4 Problema de Dirichlet para la circunferencia unitaria. 
Fórmula de Poisson 


Sea C la circunferencia unitaria |z| = 1 y TZ su interior. Una función que satisface la ecuación de Laplace [es decir, 
que es armónica] en todos los puntos (r, 0) en TZ y que toma en C un valor prefijado F(0) [es decir, <Í>(1, 6) — F(9)], 
está dada por 


$(r, 6) = 


2tt 

i ‘ 

277 , 

0 


(l-r 2 )F(<l>)d<t> 
1—2 r cos( 6 — (f>) + r 2 


(9.2) 


Esta fórmula se conoce como fórmula de Poisson para la circunferencia [véase el capítulo 5, página 146]. 


9.5 Problema de Dirichlet para el semiplano 


Una función que es armónica en el semiplano y > 0 [Im[z] > 0] y que toma un valor prefijado G(x) en el eje x [es 
decir, í>(x, 0) = G(x), —oo < x < oo], está dada por 


í>(x, y) = 


OO 

1 

77 

— oo 


yCKrpdj) 
y 2 + (x — r¡) 2 


(9.3) 


Esto se llama en ocasiones fórmula de Poisson para el semiplano [véase el capítulo 5, página 146]. 
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CAPÍTULO 9 Aplicaciones físicas de las transformaciones conformes 


9.6 Soluciones a los problemas de Dirichlet y de Neumann 

MEDIANTE TRANSFORMACIONES CONFORMES 

Los problemas de Dirichlet y de Neumann se resuelven en toda región JZ simplemente conexa, que se lleve de 
manera conforme mediante una función analítica sobre el interior del círculo unitario o de un semiplano. [De acuerdo 
con el teorema de la transformación de Riemann, esto siempre es posible, al menos en teoría.] Las ideas básicas aquí 
son las siguientes. 

a) Usar la transformación para transformar el problema del valor frontera para la región JZ en un problema 
correspondiente para la circunferencia unitaria o para el semiplano. 

b) Resolver el problema para la circunferencia unitaria o para el semiplano. 

c) Emplear la solución del inciso b) para resolver el problema dado mediante la transformación inversa. 

Los teoremas importantes en este contexto son los siguientes. 

TEOREMA 9.1 Sea w = f(z ) una función analítica y uno a uno en la región 'JZ del plano z. Entonces existe una 
única función inversa z = g(w) en 'JZ. y f'(z) ^ 0 en 'JZ [lo que garantiza que la transformación es 
conforme en todos los puntos de 7Z\. 

TEOREMA 9.2 Sea <í>(.r, y) armónica en JZ, y suponga que JZ se lleva uno a uno sobre JZ' en el plano w por medio 
de una transformación w —f{z), donde/(z) es analítica. Entonces/'(z) ¥- 0, x = x(u, v),y — y(u, v ) 
y y) = ( !>[a(m, v), y(u, v)] = J’(u, v) es armónica en JZ'. En otras palabras, una función 
armónica se transforma en otra función armónica por medio de una transformación w =/(z), que 
es analítica [véase el problema 9.4]. 


TEOREMA 9.3 Suponga que <í> = a [una constante] en la frontera o en parte de la frontera C de una región en el 
plano z. Entonces ’I' = a en su imagen C' en el plano w. De manera similar, si la derivada normal 
de <í> es cero, es decir, <)<]>/dn — 0 en C, entonces, en C', la derivada normal de "'I' es cero. 


Aplicaciones al flujo de fluidos 


9.7 Suposiciones básicas 


Para la solución de muchos problemas importantes sobre el flujo de fluidos, conocido también como dinámica 
de fluidos, hidrodinámica o aerodinámica, suelen emplearse métodos de variable compleja con las suposiciones 
siguientes. 


1 . 


2 . 

3 . 


El flujo de fluidos es bidimensional, es decir, el patrón básico de flujo y las características del movi¬ 
miento del fluido en un plano son esencialmente las mismas que en cualquier plano paralelo. Esto permite 
concentrar la atención en un solo plano que se considera el plano z. Las figuras trazadas en este plano se 
entienden como secciones transversales de cilindros infinitos perpendiculares al plano. Por ejemplo, la 
circunferencia de la figura 9-7, de la página 286, representa un obstáculo cilindrico infinito alrededor del 
cual fluye el fluido. Por supuesto, un cilindro infinito es sólo un modelo matemático de un cilindro físico 
(real) tan largo que resulta razonable ignorar sus efectos. 

El flujo es estacionario o permanente, es decir, la velocidad del fluido en cualquier punto depende sólo 
de la posición (x, y) y no del tiempo. 

Los componentes de la velocidad se obtienen de un potencial, es decir, suponga que V x y V y denotan 
los componentes de la velocidad del fluido en ( x , y) en las direcciones positivas xy y, respectivamente. Así 
existe una función <í>, que se conoce como potencial de velocidad, tal que 




(9.4) 
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9.8 Potencial complejo 


Una suposición equivalente es que si C es una curva simple cerrada en el plano z y V, es la componente 
tangencial de la velocidad en C, entonces 


4. 


() V, ds = oV x dx+ V y dy = 0 


(9.5) 


Véase el problema 9.48. 

A cada integral en (9.5) se le conoce como circulación del fluido a lo largo de C. Cuando la circulación 
es cero, el flujo se llama irrotacional o libre de circulación. 

El fluido es incompresible, es decir, la densidad, o masa por unidad del volumen, del fluido es constante. 
Si V n es la componente normal de la velocidad en C, esto lleva a la conclusión (véase el problema 9.48) de 
que 


o 


o V„ ds = o V x dy — V y dx = 0 


(9.6) 


av v . dv y 

—- h— z 

dx dy 


= 0 


(9.7) 


que expresa la condición de que la cantidad de fluido contenida en el interior de C es una constante, es 
decir, la cantidad que entra en C es igual a la cantidad que sale de C. Debido a esto, la ecuación (9.6), o la 
ecuación equivalente (9.7), se llama ecuación de continuidad. 

5. El fluido no es viscoso, es decir, no tiene viscosidad o fricción interna. Un fluido viscoso en movimiento 
tiende a adherirse a la superficie de un obstáculo colocado en su trayectoria. Si no hay viscosidad, las 
fuerzas de presión sobre la superficie son perpendiculares a la superficie. Un fluido que no es viscoso y 
es incompresible se conoce como fluido ideal. Desde luego, hay que observar que tal fluido es sólo un 
modelo matemático de un fluido real en el que esos efectos se consideran con seguridad insignificantes. 


9.8 Potencial complejo 

A partir de las ecuaciones (9.4) y (9.7) se ve que el potencial de velocidad <I> es armónico, es decir, satisface la ecua¬ 
ción de Laplace 


9 2 4> a 2 í> _ 

9x 2 dy 2 

Se sigue que debe existir una función armónica conjugada, como y), tal que 

ÍKz) = í>(x, y) + ifl'ix, y) 

sea analítica. Mediante diferenciación, con (9.4), se tiene 

dñ 3$ íjfl' íKb 9<T> 

* =!i(z)= aí + i a? = aí“‘^ = v '“ ,T ’ 

Así, la velocidad [conocida también como velocidad compleja] está dada por 


v = v x + iv y = dn/dz = n\z) 


(9.8) 


(9.9) 


(9.10) 

(9.11) 


y su magnitud es 

v = |V| => yv? + v y 2 = mz)\ = |a'(z)| (9.12) 

Los puntos en los que la velocidad es cero, es decir, íl'(z) = 0, se llaman puntos de estancamiento. 

La función íí(z), de importancia fundamental para caracterizar un flujo, se conoce como potencial complejo. 
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CAPÍTULO 9 Aplicaciones físicas de las transformaciones conformes 

9.9 Líneas equipotenciales y líneas de flujo 

Las familias de curvas de un parámetro 

y) = a, 'P(x, y) = (3 (9.13) 

donde a y [3 son constantes, son familias ortogonales llamadas, respectivamente, líneas equipotenciales y líneas de 
flujo [aunque a veces se emplean también los términos más apropiados curvas equipotenciales y curvas de flujo]. 
En movimiento estacionario, las líneas de flujo representan la trayectoria de las partículas de fluido en el patrón de 
flujo. 

La función 'I' se conoce como función de flujo y, como ya se vio, la función <í>, como función de potencial de 
velocidad o tan sólo potencial de velocidad. 


9.10 Fuentes y sumideros 

En lo dicho hasta ahora se ha supuesto que en el plano z no hay puntos [es decir, líneas en el fluido] en los que el 
fluido aparezca o desaparezca. Esos puntos se conocen como fuentes y sumideros, respectivamente [también llama¬ 
dos fuentes lineales y sumideros lineales]. En esos puntos, que son puntos singulares, la ecuación de continuidad 
(9.7) y, por ende, la (9.8) no se satisfacen. En particular, alrededor de curvas cerradas C que contengan tales puntos, 
la integral de circulación en (9.5) puede no ser cero. 

Sin embargo, no hay ningún problema para emplear la teoría anterior siempre que se introduzcan las singulari¬ 
dades adecuadas en el potencial complejo íl(z) y se observe que ecuaciones como (9.7) y (9.8) se satisfacen en toda 
región que excluya estos puntos singulares. 


9.11 Algunos flujos especiales 

En teoría, todo potencial complejo ü,(z) puede relacionarse o interpretarse como un determinado flujo de fluido en 
dos dimensiones. Los siguientes son algunos casos sencillos que se encuentran en la práctica. [Observe que a todos 
los potenciales complejos se les puede agregar una constante sin afectar el patrón de flujo.] 

1. Flujo uniforme. El potencial complejo correspondiente al flujo de un fluido con velocidad constante V t) 
en una dirección que forme un ángulo 8 con la dirección x positiva es (figura 9-2) 
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9.11 Algunos flujos especiales 

2. Fuente en z = a. Si el fluido surge a velocidad constante de una fuente lineal en z = a (figura 9-3), el 
potencial complejo es 

íl(z) = k ln(z — a) (9.15) 

donde a k > 0 se le conoce como fuerza de la fuente. Las líneas de flujo se muestran como líneas conti¬ 
nuas, y las líneas equipotenciales, como líneas punteadas. 

3. Sumidero en z = a. En este caso, el fluido desaparece en z — a (figura 9-4) y el potencial complejo está 
definido a partir del de la fuente al sustituir k por —k, con lo que se obtiene 

íl(z) = —k ln (z — a) (9.16) 



i 



4. Flujo con circulación. El flujo que corresponde al potencial complejo 

Í2(z) = -ikln(z — a) (9.17) 

es como se indica en la figura 9-5. En este caso, la magnitud de la velocidad del fluido en cualquier punto 
es inversamente proporcional a su distancia desde a. 

El punto z = a se conoce como vórtice y k como su fuerza. La circulación [véase la ecuación (9.5)] a 
lo largo de cualquier curva cerrada C que encierre a z — a es igual, en magnitud, a 2irk. Observe que, al 
cambiar k por —k en la ecuación (9.17), se obtiene el potencial complejo correspondiente a un vórtice en 
el sentido de las manecillas del reloj. 

5. Superposición de flujos. Mediante la adición de potenciales complejos se describen patrones de flujo más 
complejos. Un ejemplo importante se obtiene al considerar el flujo debido a una fuente en z — — a y un 
sumidero de igual fuerza en z = a. Así, el potencial complejo es 


O(z) = k ln(z + a) 


k ln(z — a) = k ln| 


’z + a\ 
Z-a) 


(9.18) 


Con a —> Oy k —> oo de manera que 2ka = ¡jl sea infinito, se obtiene el potencial complejo 

íl(z) = — (9.19) 

z 

Este es el potencial complejo de un doblete o dipolo , es decir, la combinación de una fuente y un sumidero 
de fuerzas iguales separados por una distancia muy pequeña. La cantidad p se llama momento dipolo. 
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CAPÍTULO 9 Aplicaciones físicas de las transformaciones conformes 



9.12 Flujo en torno a un obstáculo 


Un problema importante en el flujo de fluidos es la determinación del patrón de flujo de un fluido que se mueve ini¬ 
cialmente con velocidad uniforme V 0 y en el cual se coloca un obstáculo. 


Plano w 



V 

Vo 
















Figura 9-6 



Figura 9-7 



Figura 9-8 


Un principio general en este tipo de problemas es idear un potencial complejo de la forma 

Ü(z) = Voz + G(z) (9.20) 

(si el flujo es en el plano z) donde G(z) sea tal que lím G'(z) — 0, lo que físicamente significa que lejos del obs¬ 
táculo la velocidad tiene magnitud constante (en este caso, Vo). Además, el potencial complejo debe elegirse de ma¬ 
nera que una de sus líneas de flujo represente la frontera del obstáculo. 

El conocimiento de las transformaciones conformes es útil en la obtención de potenciales complejos. Por ejemplo, 
el potencial complejo correspondiente al flujo uniforme en el plano w de la figura 9-6 está dado por VqW. Mediante la 
transformación w = z + a 2 /z [véase la entrada A-4, página 249], el semiplano superior del plano w de la figura 9-6 
corresponde al semiplano superior del plano z exterior a la circunferencia C, y el potencial complejo para el flujo de 
la figura 9-7 está dado por 

íl(z) = V 0 ^Z + ^ (9.21) 

De manera similar, si z — F{¿) lleva C' y su exterior sobre C y su exterior [véase la figura 9-8], el potencial complejo 
para el flujo de la figura 9-8 se obtiene al sustituir z por F(¿) en la ecuación (9.21). El potencial complejo también se 
obtiene al ir directamente del plano w al £ por medio de la transformación adecuada. 

Con lo anterior y al introducir otros fenómenos físicos, como la circulación, se describe el patrón de flujo en torno 
a perfiles de diversas formas, y de esta manera también el movimiento de un avión en vuelo. 


9.13 Teorema de Bernoulli 

Si P denota la presión en un fluido y V es la velocidad del fluido, el teorema de Bernoulli sostiene que 

1 ? 

P + -0-V 2 = K (9.22) 

donde cr es la densidad del fluido y K es una constante a lo largo de toda línea de flujo. 


9.14 Teorema de Blasius 


1. Sean X y Y las fuerzas netas en las direcciones x y y positivas, respectivamente, debidas a la presión de un 
fluido sobre la superficie de un obstáculo limitado por una curva simple cerrada C. Así, si Í1 es el potencial 
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9.16 Intensidad del campo eléctrico. Potencial electrostático 


complejo del flujo, 


. . di 1 . 

X — iY = — icr (p | -j- ) dz 


(9.23) 


2. Suponga que M es el momento en torno al origen de las fuerzas de presión sobre el obstáculo. Así, 


M = Re 



2 

dz 


donde “Re” denota, como de costumbre, “la parte real de”. 


(9.24) 


Aplicaciones en la electrostática 


9.15 Ley de Coulomb 


Sea r la distancia entre dos cargas eléctricas puntuales q x y q 2 . De este modo, la fuerza entre estas cargas está dada, 
en magnitud, por la ley de Coulomb , que afirma que 


F = 


qidi 

Kr 2 


(9.25) 


y es una fuerza de repulsión o de atracción según las cargas sean iguales (las dos positivas o las dos negativas) o 
distintas (una positiva y la otra negativa). La constante k en la ecuación (9.25), que se conoce como constante die¬ 
léctrica, depende del medio; en el vacío, k — 1, si no es así, k > 1. En lo sucesivo se supondrá que «—la menos 
que se especifique otra cosa. 


9.16 Intensidad del campo eléctrico. Potencial electrostático 

Suponga que se da una distribución de carga continua, discreta o una combinación de ambas. Esta distribución de 
carga crea un campo eléctrico. Si una carga positiva unitaria (lo bastante pequeña para que no afecte apreciablemente 
el campo) se coloca en un punto A que no esté ya ocupado por una carga, la fuerza que actúa sobre esta carga se 
conoce como intensidad de campo eléctrico en A y se denota £. Esta fuerza se obtiene de un potencial O, que suele 
conocerse como potencial electrostático. En símbolos, 

£ = -gradO = -VO (9.26) 

Si la distribución de carga es bidimensional, que aquí es el tema principal, entonces 

ao 4 <t> ao ao 

£ = E x + iE y = - -í— donde E x = — —, E y = —— (9.27) 

dx dy dx dy 

En ese caso, si E¡ denota el componente de la intensidad del campo eléctrico tangencial a toda curva simple cerrada 
C en el plano z. 


<) E, ds = o E x dx + E y dy = 0 


(9.28) 
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CAPÍTULO 9 Aplicaciones físicas de las transformaciones conformes 


9.17 Teorema de Gauss 

Ahora se verán sólo distribuciones de carga, que se consideran bidimensionales. Si C es una curva simple cerrada en 
el plano z con una carga neta q en su interior (en realidad un cilindro infinito que encierre una carga neta q) y E n es 
la componente normal de la intensidad de campo eléctrico, el teorema de Gauss establece que 


O E n ds = 4vq 
c 


Si C no encierra ninguna carga neta, esto se reduce a 


() E n ds = c) E x dy — E y dx — 0 
c c 

Se sigue que, en toda región que no esté ocupada por una carga. 


De (9.27) y (9.31), se obtiene 


dE x dEy = 

dx dy 


g 2 <j) a 2 (j) _ 

dx 2 dy 2 


es decir, '(> es armónica en todos los puntos no ocupados por una carga. 


(9.29) 


(9.30) 


(9.31) 


(9.32) 


9.18 Potencial electrostático complejo 

De lo anterior, es claro que debe existir una función armónica 'I' conjugada de <í> tal que 

íl(z) = 3>(x, y) + i^{x, y) (9.33) 

sea analítica en una región no ocupada por una carga. íl(z) se conoce como potencial electrostático complejo o sólo 
potencial complejo. En términos de este potencial complejo, la ecuación (9.27) se convierte en 


_ 93> . 9€> _ 9€> . 9^ _ dfl 

dx dy dx dy dz 

y la magnitud de E está dada por E = |£| = | — íi / (z)| = |íT(z)|. 

Las curvas (superficies cilindricas en tres dimensiones) 

í>(x, y) = a, '¡'(x, y) = (3 

se conocen como líneas equipotenciales y líneas de flujo, respectivamente. 


—íl'(z) 


(9.34) 


(9.35) 


9.19 Carga lineal 

Es clara la analogía de lo anterior con el flujo de fluidos. El campo eléctrico en los problemas electrostáticos corres¬ 
ponde al campo de velocidad en los problemas de flujo de fluidos, con la única diferencia de una carga con signo en 
los potenciales complejos correspondientes. 

La idea de fuente y sumidero del flujo de fluidos tiene análogos correspondientes en la electrostática. Así, el poten¬ 
cial (electrostático) complejo debido a una carga lineal q por longitud unitaria en z 0 (en el vacío) está dada por 

íi(z) = —2q ln(z - zo) (9.36) 
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9.23 Temperatura compleja ^ 

y representa una fuente o un sumidero según sea q < 0 o q > 0. De manera similar se habla de dobletes o dipolos, 
etc. Si el medio no es el vacío, en (9.36) se sustituye q por q¡K. 


9.20 Conductores 

Si un sólido conduce perfectamente, es decir, es un conductor perfecto, toda la carga está localizada en su superficie. 
Así, si se considera la superficie representada por una curva simple cerrada en el plano z, las cargas están en equili¬ 
brio en C y, por tanto, C es una línea equipotencial. 

Un problema importante es el cálculo del potencial debido a un conjunto de cilindros cargados. Este problema se 
resuelve mediante transformaciones conformes. 


9.21 Capacitancia 

Dos conductores con cargas de igual magnitud q pero de signo contrario tienen una diferencia de potencial V. La 
cantidad C definida por 

q = CV (9.37) 

depende sólo de la geometría de los conductores y se llama capacitancia. Los conductores mismos forman lo que se 
conoce como un condensador o capacitor. 


Aplicaciones al flujo de calor 

9.22 Flujo de calor 

Considere un sólido con una distribución de temperatura que puede variar. Interesa la cantidad de calor conducido 
por unidad de área y por unidad de tiempo a través de una superficie localizada en el sólido. Esta cantidad, conocida 
en ocasiones como flujo de calor a través de la superficie, está dada por 

Q = -K grad $ (9.38) 

donde ( L es la temperatura, y K, que se supone que es una constante, se conoce como conductividad térmica, y 
depende del material del que esté hecho el sólido. 


9.23 Temperatura compleja 


Supóngase que se restringe a problemas de tipo bidimensional. Se tiene 

( 9Í> 9<E>\ ;)<!> 9cf> 

Q= - K \te +Í ~ty) =Q ' + ÍQ y donde Q x = —K —, Q y = -K— (9.39) 

Sea C una curva simple cerrada en el plano z (que representa la sección transversal de un cilindro). Si Q, y Q„ son 
las componentes tangencial y normal del flujo de calor y prevalecen condiciones de estado estable de manera que no 
haya acumulación neta de calor en el interior de C, se tiene 


() Q„ ds = o Q x dy — Q y dx = 0, () Q, ds = () Q x dx + Q y dy = 0 


(9.40) 
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si se supone que no existe ninguna fuente o sumidero en el interior de C. De la primera ecuación en (9.40) se tiene 


dQy 

dx 3 y 


(9.41) 


que, con (9.39), se convierte en 


3 2 0 3 2 0 

dx 2 dy 2 


es decir, <í> es armónica. Se introduce la función armónica conjugada ''I' y se ve que 

íl(z) = 3>(x, y) + i^[x, y) (9.42) 

es analítica. Las familias de curvas 

$(x, y) = a, ^(x, y) = ¡3 (9.43) 

se llaman líneas isotérmicas y líneas de flujo, respectivamente, y íl(z), temperatura compleja. 

La analogía con el flujo de fluidos y la electrostática es evidente, y los procedimientos que se emplean en esos 
campos sirven de manera similar para resolver diversos problemas de temperatura. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Funciones armónicas 


9.1. Muestre que las funciones siguientes son armónicas en una región finita TZ del plano z: 
a) x 1 — y 2 + 2y, b) sen x cosh y 


Solución 

a) Suponga que = x 2 — y 2 + 2y. Se tiene 3 2< I>/3.r 2 = 2, 3 2 fl>/3y 2 = —2. Entonces (3 2 fl>/3x 2 ) + (3 2 fl>/3y 2 ) = 0, 
por lo que $ es armónica en TZ. 

b) Suponga que $ = sen x cosh y. Se tiene 3 2< l ) /3x 2 = — senxcoshy, 3 2 <X>/3y 2 =senxcoshy. Así(3 2< l>/3x 2 )+ 
(3 2 4 ) /3y 2 ) = 0 y <J> es armónica en 7 Z. 

9.2. Muestre que, con la transformación z = w 3 , las funciones del problema 9.1 son armónicas en el plano w. 


Solución 

Suponga que z = vv 3 . Entonces x + iy = (n + iv) 3 = u 3 — 3 uv 2 + i(3u 2 v — v 3 ) y x = u 3 — 3 uv 2 , y = 3 u 2 v — v 3 . 
a ) = x 2 — y 2 + 2y = (u 3 — 3 uv 2 ) 2 — (3 u 2 v — v 3 ) 2 + 2(3 u 2 v — v 3 ) 

= u 6 — 15u 4 v 2 + 15 u 2 v 4 — v 6 + 6 u 2 v — 2v 3 


Así, 3 2 <E>/9 k 2 = 30« 4 - 180n 2 u 2 + 30r 4 + 12r, d 2 <l>/dv 2 = -30h 4 + mu 2 v 2 - 30u 4 - I2v y 
(3 2 <3>/3 m 2 ) + (3 2 ct>/3ir) = 0, como se necesitaba. 

b) Hay que mostrar que cfi = sen(« 3 — 3 uv 2 ) cosh(3M 2 y — v 3 ) satisface (3 2 fl>/3« 2 ) + (3 2 <L/3 í; 2 ) = 0. Esto se 
muestra fácilmente mediante una sencilla pero tediosa diferenciación. 

Este problema ilustra un resultado general que se demuestra en el problema 9.4. 


3 2 (J> 3 2 (J> 9 /3 2 A> 3 2 í>\ 

9.3. Demuestre que- 1 -= |/ , (z)| 2 (-1-), donde vv —/(z) es analítica y uno a uno. 

3x 2 3y 2 \3 u 2 dv 2 ' 
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Problemas resueltos 


Solución 

La función y) se transforma en una función ( l>\x(u, v), y{u, v)] por medio de la transformación. Mediante 
diferenciación se tiene 


3$ 

3.x 

3 2 4 > 

dx 2 


3<I> 3 u 3<í> dv 3$ 3$ 3 u 3Í> dv 

3 u dx dv dx ’ dy 3 u dy dv dy 

3$ d 2 u 3 u 3 /94>\ 3$ Pv dv 3 /34>\ 
du dx 2 dx dx \ du ) dv dx 2 dx dx \ dv ) 


3<I> d 2 u 
du 3x 2 

3<I> d 2 u 
du dx 2 


du 

'3 


du 

3 

734A 

dv 

dx 

du 

^ 3Uy 

¥x + 

dv 

\du / 

dx_ 


d<t>d 2 v 
dv dx 2 ~*~ 


dv 

dx 



dv 

dx 


du 9 2( t> du 
dx du 2 dx 


3 2 d> dv 
dvdu dx 


3<t> 3 2 y 
"^ dv dx 2 


dv 3 2< I) du 
dx dudv dx 


+ 


3 2 d> dv 
dv 2 dx 


De manera similar. 


3 2 4> 3$ 3 2 u | du 

"3 2 <í> du 3 2 <t> dv 

34> (P’v dv 

3 2 <t> du ¡ 3 2 <I> dv 

dy 2 du dy 2 ' dy 

du 2 dy ' dvdu dy 

dv dy 2 ' dy 

dudv dy ' dv 2 dy 


Se suma. 


3 2 <í> 3 2 <L 

dx 2 dy 2 


d<&/d 2 u d 2 u\ dQ/íPv 3 2 íA 3 2f Ji /du\ 2 /9íA" 

du \3x 2 dy 2 ) dv \3x 2 3y 2 / du 2 \3.r/ \9y/ 


+ 2 


3 2 4 > 

dudv 


du dv du dv 
dx dx + dy dy 


+ 


d 2< t> 

dv 2 




2 


(1) 


Como u y v son armónicas ( d 2 u/dx 2 ) + (d 2 u/dy 2 ) = 0 (d 2 v/dx 2 ) + (d 2 v/dy 2 ) = 0. Además, de acuerdo con las 
ecuaciones de Cauchy-Riemann, du/dx = dv/dy, dv/dx = —du/dy. Así, 




du dv du dv 
dx dx + dy dy 


du . dv 

-b i — 

dx dx 


\f\z)\ 2 


Por tanto (1), se convierte en 


3 2 <I> 3 2 <J> 

3x 2 + dy 2 




9.4. Demuestre que una función armónica <Í>(jc, y) sigue siendo armónica con una transformación w = f(z). donde 
f(z.) es analítica y uno a uno. 

Solución 

Esto es consecuencia inmediata del problema 9.3, pues (d 2 <S>/dx 2 ) + (<rí>/dy ) = 0 yf(z) 0 porque/(z) es uno 

a uno, de manera que (3 2 <E>/3 m 2 ) + (3 2 «I>/3i; 2 ) = 0. 

9.5. Sea a real. Muestre que las partes real e imaginaria de w — ln(z — a ) son funciones armónicas en toda región 
7 Z que no contenga a z — a. 
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^ CAPÍTULO 9 Aplicaciones físicas de las transformaciones conformes 

Solución 

Método 1. Si TZ no contiene a a, entonces w = ln(z — a ) es analítica en TZ. Por tanto, las partes real e imaginaria 
son armónicas en TZ. 

Método 2. Seaz — a = re' 6 . De este modo, si se usan para 9 los valores principales, w = u + iv= ln(z — a) = lnr+ id, 
de manera que u = ln r, v = 6. 

En las coordenadas polares (r, 6), la ecuación de Laplace es 

9 2 <í> 19$ 1 9 2 d> „ 

r, H-- - 1 -- j- = 0 

dr 2 r dr r 2 dé 2 

y mediante sustitución directa se encuentra que u = lnryv=9 son soluciones si TZ no contiene a r = 0, es decir, 
z = a. 

Método 3. Si z — a = re' 6 , entonces x — a = r eos 9,y = r sen 6 y r = y/ (x — a) 2 + y 2 , 6 = tan' 1 [y/{x — a)}. Así, 
w = u + iv = k ln{(x — a) 2 + y 2 } + i tan -1 \y/{x — a)} y u = | ln{(jf — a) 2 + y 2 }, v = tan _1 {y/(^ — a)}. 

Se sustituye esto en la ecuación de Laplace (9 2 d>/9jc 2 ) + (9 2 $/9y 2 ) = 0 y se encuentra mediante diferenciación 
directa que u y v son soluciones si z ¥= a. 

Problemas de Dirichlet y de Neumann 


9.6. Encuentre una función armónica en la mitad superior del plano z, Im {z} > 0, que en el eje tome los valores 
dados por G(x) = 

Solución 

Hay que resolver para cPCr, y) el problema del valor frontera 

g 2 ^ 9 2 <X> . 

— r + —y = 0, y > 0; lím <l>(z, y) = G(x) = 

9z- 9y z y->o+ 

Éste es un problema de Dirichlet para el semiplano superior [véase la figura 9-9]. 

La función A9 + B, donde Ay B son constantes reales, es armónica, pues es la parte imaginaria de A ln z + B. 
Para determinar Ay B, observe que las condiciones frontera son <J> = 1 para x > 0, es decir, 6 = 0 y <J> = 0 para 
x < 0, es decir, 9 = 7r. De manera que 

1 = A(0) + B (1) 


1 x > 0 
0 x < 0 


I 1 x > 0 
| 0 x < 0' 


0 = A(n) + B 

de donde A = — 1 /t t, B = 1. 

Por tanto, la solución buscada es 

<Z> = A9+B= 1 — - = 1 — — tan -1 ( 

77 77 \X/ 


Otro método. Con la fórmula de Poisson para el semiplano 


00 o oo 


1 

yG(r¡)dr¡ 1 

y [0 ]di) ! i 

y[l ]dj] 

77 

y 2 + (x — rj) 2 ir , 

y 2 + (x — Tj ) 2 7 T , 

y 2 + (x - 17) 2 


—OO —00 0 


1 , 


11 , 

( A 

, 1 , 

/y\ 

-tan 

= r H— tan 1 

- 

= 1 - tan 

•. ■ 

77 

V y ) 

0 2 77 

\yj 

77 

\x/ 


(2) 
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Problemas resueltos 


o = o 


y 




0 = 1 


Figura 9-9 


y 



9.7. Resuelva el problema de valor frontera 

Solución 

g 2 (p a 2 $ 0 

„ 2 + „ 2 =0, y > 0; lím <b(.r, y) = G(x) = T x 
ax ¿ ay ¿ 3 '->o+ 

I T 2 

donde T 0 , T l y T 2 son constantes. 

Éste es un problema de Dirichlet para el semiplano superior [véase la figura 9-10]. 

La función A0¡ + B6 2 + C, donde A, B y C son constantes reales, es armónica, pues es la parte imaginaria de 
A ln(z + 1) + B ln(z - 1) + C. 

Para determinar A, B y C, observe que las condiciones frontera son: a) <J> = T 2 para .r > 1, es decir, 0\ = 0 2 = 0; 
b) <!> = Ti, para —1 < x < 1, es decir, 6\ = 0, d 2 = tt; c ) í* = T 0 , paraje < —1. es decir, 0\ = tt,0 2 = tt. De manera 
que 


je < -1 
— 1 < x < 1 

X > 1 


(1) T 2 =A(0)+R(0) + C, (2)T¡ = A(0) + B(tt) + C, (3) T 0 = A(tt) + B(tt) + C 


de donde C = T 2 , B = (7, - T 2 )/tt, A = (T 0 - TJ/it. 
Por tanto, la solución buscada es 

= A0¡ + B9 2 + C = — - T> tan " 1 


( y ) 

I + r ' _ Tl tan ” 1 1 

í - v 

U+iJ 

77 

\x- 1/ 


Otro método. Con la fórmula de Poisson para el semiplano 


4>(jc, y) = 


1 


—00 

-1 


yG(rj)dT) 

y 1 + (x - p ) 2 


1 

77 


yT 0 dr¡ 


1 

y 2 + (x - r¡) ¿ tt 
-1 
y 


yTi dr¡ 


1 

r H- 


Y + (x - v) 77 


yT 2 d 17 


T °, -i(V~x 
= — tan 1 

77 


-1 

T\ . / 77 — x 
+ — tan -1 -— 
77 \ y 


y 2 + (x - 17 )- 


1 

Ti \{ V ~ x 

+ — tan -1 -— 

1 73 ‘ V y 


T ° - Tl tan” 1 1 

( y ) 

1 + Tl _ 7 , 3 tan” 1 1 

í y i 

77 

U+iJ 

77 

Kx- 1/ 
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CAPÍTULO 9 Aplicaciones físicas de las transformaciones conformes 



9.8. Encuentre una función armónica en el interior del círculo unidad |z| = 1 que tome los valores dados por 

F(d)=\ l ° ~ en su circunferencia. 

I L) 77 <L 9 <L Z77 

Solución 

Éste es un problema de Dirichlet para el círculo unidad [figura 9-11], en el que se busca una función que satisfaga 
la ecuación de Laplace en el interior de |z| = 1 y tome el valor 0 en el arco ABC y el valor 1 en el arco CDE. 



Método 1. Mediante transformaciones conformes. 

El interior del círculo |z| = 1 se lleva a la mitad superior del plano w [figura 9-12] con la función z = (i — w)/ 
(i + w) o w = ¿{(1 — z)/(l + z)} [véase el problema 8.12, página 263, e intercambie z y w\. 

Con esta transformación, los arcos ABC y CDE se llevan sobre el eje real negativo y positivo A'B'C' y C'D'E ', 
respectivamente, del plano w. Después, de acuerdo con el problema 9.81, las condiciones frontera <J> = 0 en el arco 
ABC y <t> = 1 en el arco CDE se convierten, respectivamente, en <J> = 0 en A'B'C' y $ = 1 en C'D'E'. 

Por tanto, el problema se reduce a hallar una función armónica <J> en la mitad superior del plano w que tome los 
valores 0 para u < 0 y 1 para u > 0. Pero este problema ya se resolvió en el problema 9.6, y la solución (al sustituir 
x por u y y por v) está dada por 

$ = 1 --tan -1 ( (1) 

77 \ u / 

Ahora, como w = z{(l — z)/(l + z)}, se encuentra 

2y 1 — (x 2 + y 2 ) 

(1 + x) 2 + y 2 (1 + x) 2 + y 2 


Se sustituye esto en (1) y se encuentra la solución buscada 

1 


<t> = 1-tan 1 


2y 


1 — [x 2 + y 2 


o, en coordenadas polares (r, d), donde x = r eos 6, y = r sen 9, 


= 1 - -tan -1 

77 


2 r sen 6 
1 - r 2 


Método 2. Con la fórmula de Poisson, 


<b(r, 9 ) = 


277 

1 

277 




o 


1 — 2rcos(0 — (f>) + r 2 
d(f> 


o 


—- = 1-tan 

1 — 2rcos(0 —(/>) + r 2 tt 


2 r sen 9 

Y^r 2 


(2) 

(3) 


mediante integración directa [véase el problema 5.69¿>), página 165]. 
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Problemas resueltos 


Aplicaciones al flujo de fluidos 


9.9. a) Encuentre el potencial complejo para un fluido que se desplaza con una velocidad constante V 0 en una 
dirección que forma un ángulo 8 con el eje x positivo [véase la figura 9-13]. 


Plano z 



b ) Determine el potencial de velocidad y la función de flujo. 

c) Determine las ecuaciones de las líneas de flujo y las líneas equipotenciales. 


Solución 


a) Los componentes x y y de la velocidad son V x = V 0 eos 8 y V y = V 0 sen 8. 
La velocidad compleja es 

V = V x + iV y = Vo eos 8 + iV ,o sen 8=V 0 e' s 


El potencial complejo íl(z) está dado por 


Se integra. 


díl 

dz 


V = V 0 e~ iS 


íl(z) = V 0 e- iS z 


y se omite la constante de integración. 

tí) El potencial de velocidad 'fi y la función de flujo M' son las partes real e imaginaria del potencial complejo. 
Por tanto, 

íl(z) = fl 5 + PP = Vo e~' s z = Vo(x eos 8 + y sen 8) + iVo (y eos 8 — x sen 8) 


y 


fl) = Vq(x eos 8 + y sen 8), fl'' = Vo( y eos 8 — x sen 5) 


Otro método. 


9fl> 

— = V r = V 0 eos 8 
dx 


( 1 ) 


— = V y = Vo sen 8 (2) 

dy 

Resolviendo para <J> en (1) = (Vo eos 8)x + G(y). Se sustituye en (2), G'(y) = Vo sen 5 y G(y) = (Vo sen 8)y, 

y se omite la constante de integración. Así, 

<I> = (Vo eos 8)x + (Vo sen 8)y 
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CAPÍTULO 9 Aplicaciones físicas de las transformaciones conformes 


De acuerdo con las ecuaciones de Cauchy-Riemann, 


dy 



Vo eos 8 


( 3 ) 


9^ 

dx 


9d> 

- „ = -Vy = -Vf) sen 8 

dy 


(4) 


Resolviendo para 'F en (3), VP = (V 0 eos 5)y + H(x). Se sustituye en (4), H'(x) = — V 0 sen 5 y H(x) = 
—(V 0 sen ¿>)jc, y se omite la constante de integración. Así, 

M* = (Vo eos S)y — (Vo sen 8)x 

c) Las líneas de flujo están dadas por 'P = V () < y eos S — x sen S) = /3 para diferentes valores de ¡3. Físicamente, 
en condiciones de estado estacionario, una línea de flujo representa la trayectoria que sigue una partícula de 
fluido; en este caso, una trayectoria en línea recta. 

Las líneas equipotenciales están dadas por $ = Vo(x eos 8 + y sen 5) = a para diferentes valores de a. 
Geométricamente, son líneas perpendiculares a las líneas de flujo; todos los puntos en una línea equipotencial 
están a un mismo potencial. 


9.10. El potencial complejo del flujo de un fluido está dado por íl(z) = V 0 {z + (a 2 /z.) 1, donde V 0 y a son constantes 
positivas, a) Obtenga las ecuaciones de las líneas de flujo y de las líneas equipotenciales, represéntelas 
gráficamente e interprete físicamente, b) Muestre que el flujo puede interpretarse como el flujo alrededor de 
un obstáculo circular de radio a. c ) Encuentre la velocidad en cualquier punto y determine su valor lejos del 
obstáculo, d) Encuentre los puntos de estancamiento. 


Solución 


a) Sea z = re 16 . De este modo, 


Í100 = $ + pp = V 0 re w + — e~ w = V 0 Ir + — eos 0 + i V 0 [r -sen 6 


de donde 


Las líneas de flujo están dadas por M* = constante = /3, es decir, 


<C> = Vo I r H-) eos 9, flr = Vo I r -) sen 9 


■K) 


Vo I r -) sen 9 = ¡3 


En la figura 9-14, estas líneas son las curvas representadas con línea continua y muestran las trayectorias que 
siguen las partículas del fluido. Observe que = 0 corresponde ar=ay0 = Oo7r. 

Las líneas equipotenciales están dadas por <|J = constante = a, es decir, 

Vo(r + —^ eos 9 = a 


En la figura 9-14, estas líneas son las curvas representadas con línea punteada, y son ortogonales a la familia 
de líneas de flujo. 
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Problemas resueltos 


b ) El círculo r = a representa una línea de flujo y, como no puede haber ningún flujo a través de una línea de 
flujo, ésta se considera un obstáculo circular de radio a colocado en la trayectoria del fluido. 

c) Se tiene 

íl'(z) = V 0 (i ~ZiJ = y o ( 1 - y 2 e ~ 2ie ) = y o ( 1 - 72 cos2(? ) + i^yr sen2d 
Así, la velocidad compleja es 

V = íl'(z) = V 0 ^l — ^-cos 20 ^ — ¿-^-sen 20 ( 1 ) 


y su magnitud es 


V = \V\ = 


Al 

2 

Voa 2 1 

2 


+ 

—t— sen 26 

r 



. 2 a 2 eos 20 a A 

= W 1-75-+ 74 


(2) 


De (1) se ve que, lejos del obstáculo, V = Vq aproximadamente, es decir, el fluido se mueve en la dirección 
del eje x positivo con velocidad constante V 0 . 

d) Los puntos de estancamiento (es decir, los puntos en los que la velocidad es cero) están dados por íl'(z) = 0, 
es decir V 0 {l — (a 2 /z 2 )} = 0oz = ayz = —a. Por tanto, los puntos de estancamiento en la figura 9-14 se 
encuentran en A y en D. 

9.11. Muestre que con la transformación w — z + ( u 2 / z ) el flujo del fluido en el plano z , considerado en el problema 
9.10, se lleva a un flujo uniforme con velocidad constante V 0 en el plano w. 


Solución 


El potencial complejo para el flujo en el plano w está dado por 


Vo( z + — ) = V 0 w 


que representa un flujo uniforme con velocidad constante Vo en el plano w [véase la entrada A-4 de la página 
249], 

En general, la transformación w = íl(z) lleva el flujo de un fluido en el plano z con potencial complejo íl(z) 
a un flujo uniforme en el plano w. Esto es muy útil para determinar potenciales complejos de patrones de fluidos 
complicados mediante el conocimiento de transformaciones. 

9.12. Un fluido emana con velocidad constante de una fuente lineal infinita perpendicular al plano z en z — 0 
[figura 9-15]. a) Muestre que la velocidad del fluido a una distancia r de la fuente es V — k/ r, donde k es una 
constante, b) Muestre que el potencial complejo es Íl(z) = k ln z. c) ¿Qué modificaciones hay que hacer en 
el inciso b) si la fuente lineal está en z = al c) ¿Qué modificaciones hay que hacer en el inciso b ) si la fuente 
se sustituye por un sumidero en el que el fluido desaparece con velocidad constante? 

Solución 


a) Considere una porción de la fuente lineal de longitud unitaria [figura 9-16]. Si V t . es la velocidad radial del 
fluido a la distancia r de la fuente y a es la densidad del fluido (que se supone incompresible, de manera que 
cr es constante), entonces: 

Masa de fluido que emana de la fuente lineal de longitud unitaria, por unidad de tiempo 
= masa de fluido que atraviesa la superficie del cilindro de radio r y altura 1 
= (área de superficie)(velocidad radial)(densidad del fluido) 

= (27jt ■ 1 )(V7)(oj = 2TrrV r cr 
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CAPÍTULO 9 Aplicaciones físicas de las transformaciones conformes 

Si esto tiene que ser igual a una constante k , entonces 

k k 

Vr = =- = - 

2irar r 

donde k = k/Itto- se conoce como fuerza de la fuente. 



Figura 9-15 



tí) Como V r = 3<P/3 r= k/r, al integrar y omitir la constante de integración se tiene $ = k ln r. Pero esto es la 
parte real de íl(z) = k ln z, que, por tanto, es el potencial complejo buscado. 

c) Si la fuente lineal está en z = a y no en z = 0, se sustituye z por z — a y se obtiene el potencial complejo 
íl(z) = k ln (z - a). 

d ) Si la fuente se sustituye por un sumidero, el potencial complejo es íi(z) = —k ln z, donde el signo menos es 
consecuencia de que la velocidad se dirija a z = 0 . 

De manera similar, íl(z) = —k ln (z — a) es el potencial complejo para un sumidero en z = a. 

9.13. a) Encuentre el potencial complejo debido a una fuente en z — —a y un sumidero en z = a de igual fuerza k. 

b ) Determine las líneas equipotenciales y las líneas de flujo, y represéntelas gráficamente. 

c) Encuentre la rapidez del fluido en cualquier punto. 


Solución 


a) El potencial complejo debido a una fuente en z = —a de fuerza k es k ln(z + a). 

El potencial complejo debido a un sumidero en z = a de fuerza k es — k ln(z — a). 

Así, mediante superposición: 

El potencial complejo debido a una fuente en z = — a y un sumidero enz = a de fuerza k es 


íl(z) = k ln(z + a) — k ln(z — a) = k ln 

b) Sea z + a = ríe ' 8 ', z — a = r 2 e' e2 . Así, 

íl(z) = $ + PE = kXn^-^r^j = Hn^ 1 ^ + ik(B\ - 0 2 ) 

de manera que <J> = k ln(r 1 /r 2 ), ’P = k(6i — 0 2 )- Por tanto, las líneas equipotenciales y las líneas de flujo están 
dadas por 

<t> = k ln(rj/. r 2 ) = a, 'P = k(0 t - 0 2 ) = ¡3 

Con /'i = yj(x + á) 2 +y 2 , r 2 = >/(x — d) 2 + y 2 , 6¡ = tan' 1 \y/{x + o)}, d 2 = tan -1 [y/(x — a)}, las líneas 
equipotenciales están dadas por 


V(x + a) 2 +y 2 = ga/k 

y/(x - a) 2 + y 2 
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Problemas resueltos 



Esto se escribe como 

[x — a coth(a/fe )] 2 + y 2 = a 2 csch 2 {a/k) 

que son, para distintos valores de a, círculos con centro en a coth(a/A:) y radios iguales a a|cosh(a//r)|. 
Estos círculos se representan en la figura 9-17 mediante líneas punteadas. 

Las líneas de flujo están dadas por 

tan~' (—-—— tan -1 (—-—) = p/k 
\x + a) \x — a/ 


o, al tomar tangentes en ambos lados y simplificar, 

x 2 + [y + a cot(P/k)] 2 = a 2 esc 2 {p/k) 

lo que, para distintos valores de p, representa círculos con centros en —a cot(/3/£) y radios a\csc(P/k)\. Estos 
círculos, que pasan por (—a, 0) y (a, 0), se representan en la figura 9-17 mediante líneas continuas. 


c) Rapidez = |íl'(z)| 


k k 
Z + a z — a 


2 ka 

| z 2 — a 2 1 


2 ka 2ka 

I a 2 — r 2 e 2,e \ ci A — 2a 2 r 2 eos 26+ I a 




Figura 9-18 


9.14. Analice el movimiento de un fluido cuyo potencial complejo es íl(z) = ik ln z, donde k> 0. 

Solución 

Si z = re' e , entonces íl(z) = <5 + í4 r = í7c(ln r + iO) = ik ln r — kO o 4? = —k6, M* = k ln r. 

Las líneas de flujo están dadas por 

M* = constante o r = constante 

que son círculos con centro común en z = 0 [en la figura 9-18 se representan mediante líneas continuas]. 

Las líneas equipotenciales, dadas por 0 = constante, se representan en la figura 9-18 mediante líneas punteadas. 
Como 

ik ik ■„ ksenO ik eos 6 

íl'(z) = - = -e~ ,e = -+- 

z r r r 


la velocidad compleja está dada por 


— 7 — k sen 6 ik eos 6 

v = n'( Z ) =- 

r r 
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CAPÍTULO 9 Aplicaciones físicas de las transformaciones conformes 


y muestra que la dirección de flujo del fluido es en la dirección de las manecillas del reloj, como se indica en 
la figura. La rapidez está dada por V = IV] = k/r. 

Por tanto, este potencial complejo describe el flujo de un fluido que rota en torno az = 0. Este flujo se 
conoce en ocasiones como flujo vórtice, y z = 0, como vórtice. 

9.15. Muestre que la circulación en torno al vórtice del problema 9.14 está dada por y = lirk. 

Solución 


Si la curva C encierra a z = 0, la integral de circulación está dada por 

í 3$ 3$ 

y — oV t ds = o V x dx + V y dy = o —— dx——dy = o — d<t> = 


2tt 


dx 


dy 


kdO = 2irk 


c c c c o 

En términos de la circulación, el potencial complejo se escribe íl(z) = (iy/lrr) ln z. 
9.16. Analice el movimiento de un fluido cuyo potencial complejo es 

(K Z ) = V 0 ( Z + a -) + ^ln Z 
V z J 2 tt 


Solución 


Este potencial complejo tiene el efecto de superponer una circulación sobre el flujo del problema 9.10. Si 

z = re w . 


íl(z) = d> + i'if = V 0 ( r + 


y 6 

eos 0 -h i 

2tt 


Lo r — 


y 

sen 8 H-ln r 

2tt 


Así, las líneas equipotenciales y las líneas de flujo están dadas por 

V„(r + í)co,«-^=«, Vo(r-£) 


sen 6+^- 
2tt 


ln r = ¡i 


En general, hay dos puntos de estancamiento, que se presentan donde íl'(z) = 0, es decir. 


Vo 




o 


L - tr_ 

4irVo y Iótt^Vq 


En el caso de y = 47raV 0 , sólo hay un punto de estancamiento. 

Como r = a es una línea de flujo correspondiente a ¡3 = {y/2i t) ln a, el flujo se considera un flujo en torno 
a un obstáculo circular, como en el problema 9.10. Lejos del obstáculo, la velocidad del fluido es V 0 , pues 

límu-H* fi'(z) = V 0 . 

El patrón de flujo varía según la magnitud de y. En las figuras 9-19 y 9-20 se muestran dos de los muchos 
posibles. La figura 9-19 corresponde a y < 4jra V ( ¡: los puntos de estancamiento están en A y 5. La figura 9-20 
corresponde a y > 47raV 0 y sólo hay un punto de estancamiento del fluido en C. 



Figura 9-19 



Figura 9-20 
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Teorema de Blasius 


9.17. Sea il(z) el potencial complejo que describe el flujo en torno a un obstáculo cilindrico de longitud unitaria 
cuya frontera en el plano z es una curva simple cerrada C. Demuestre que la fuerza neta del fluido sobre el 
obstáculo está dada por 


F = X-iY = 


1 

-ia 

2 


o 


dii 

dz 


2 

dz 


c 


donde X y Y son los componentes de la fuerza en las direcciones x y y positivas, respectivamente, y cr es la 
densidad del fluido. 

Solución 

La fuerza que actúa sobre el elemento de área ds en la figura 9-21 es normal a ds y su magnitud está dada por P 
ds, donde P es la presión. Al descomponer esta fuerza en componentes paralelos a los ejes x y y, se ve que esta 
fuerza está dada por 


dF = dX + i dY = —P ds sen 9 + iP ds eos 0 
= iP ds( eos 9 + i sen 9) = iP dse‘° = iP dz 


al aprovechar que 


dz = dx + i dy = ds eos 9 + i ds sen 9 = dse' e 


y 



Como C representa una línea de flujo, de acuerdo con el teorema de Bernoulli, se tiene P + ¡¡aV 2 = K o 
P = K — icrV 2 , donde V es la rapidez del fluido sobre la línea de flujo. Además, de acuerdo con el problema 9.49, 
se tiene dil/dz = Ve~' e . 

Entonces, al integrar sobre C, se encuentra 


1 


F = X + iY = a iPdz = i o \K - - crV ¿ ) dz = — - ia o V 1 dz 


1 


o 


= — ia o V 2 e ,e ds = — ia o ( V 2 e 2,e )(e ,e ds) 


1 


1 


' fdil \ 2 


F = X — iY = - ia o (V 2 e " w ){e w ds) = - ia o I — ) dz 
° 2 V dz 


c 


c 


www.FreeLibros.me 














^ CAPÍTULO 9 Aplicaciones físicas de las transformaciones conformes 

9.18. Sea M el momento total en torno al origen de las fuerzas de presión sobre el obstáculo en el problema 9.17. 
Demuestre que 


M = Re 


1 


— -a o z 




\dz 


dz 


Solución 

Los momentos en sentido contrario al de las manecillas del reloj se consideran positivos. El momento en torno al 
origen de la fuerza que actúa sobre el elemento ds de la figura 9-21 es 

dM = (P ds sen 9)y + (P ds eos 9)x = P(y dy + x dx) 

pues ds sen 9 = dyy ds eos 9 = dx. Así, con la ecuación de Bernoulli, el momento total es 


M = i> P(y dy + xdx) = i> [ K — - crV ¿ I (y dy + xdx) 


1 


1 


= K o (y dy + x dx) — - ero V {ydy + x dx) — - a o V (x eos 9 + y sen 9) ds 


= 0 


donde se aprovechó que § c (y dy + x dx) = 0, pues y dy + x dx es una diferencial exacta. Por tanto. 


M = — - cr (p V L (x eos 9 + y sen 9) ds = Re 


— - a cp V z (x + iy )(eos 9 — i sen 9) ds 


= Re 


o V 2 ze~ iB ds 

= Re 

1 

— -cr O 


2 J 

c 


c 


= Re 


1 f / díl\ 1 

* 


Este resultado también suele escribirse en la forma 


M + 


iN = - a 

2 



2 

dz 


donde N no tiene ningún significado físico simple. 

9.19. Encuentre la fuerza neta que actúa sobre el obstáculo cilindrico del problema 9.16. 

Solución 

El potencial complejo para el flujo en el problema 9.16 es 

a=v J z+ l'\+g l „ z 
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donde V 0 es la rapidez del fluido lejos del obstáculo y y es la circulación. De acuerdo con el problema 9.17, la 
fuerza neta que actúa sobre el obstáculo cilindrico está dada por F, donde 


1 

F = X-iY = -ia 
2 






dz 


1 

2 


icr o 


c 


V 0 2 (l 



2iV 0 y / _ a F 
27 tz \ zr 



dz = —<rVoy 


Así, X = 0, Y = aVoy, y se sigue que existe una fuerza neta en la dirección y positiva de magnitud crV ¡¡y. En el 
caso de que el cilindro sea horizontal y el flujo tenga lugar en un plano vertical, esta fuerza se llama empuje sobre 
el cilindro. 

Aplicaciones en electrostática 


9.20. a) Encuentre el potencial complejo debido a una carga lineal q por longitud unitaria, perpendicular al plano 
z en z — 0. 

b ) ¿Qué modificaciones hay que hacer al inciso a) si la carga lineal está en z — al 

c ) Analice las similitudes con el potencial complejo para una fuente lineal o un sumidero lineal en el flujo 
del fluido. 


Solución 


a) El campo eléctrico debido a una carga lineal q por longitud unitaria es radial, y la componente normal del 
vector eléctrico es constante e igual a E n mientras que el componente tangencial es cero (véase la figura 9-22). 
Si C es un cilindro de radio r con eje en - = 0, de acuerdo con el teorema de Gauss, 


(.1 E n ds = E r O ds = E r ■ 2zrr = 4zTq 


y 


e,.= 


2 q 

r 


Como E r = —(9<f>/9 r), se tiene $ = —2 q ln r, al omitir la constante de integración. Esto es la parte real de 
íl(z) = —2 q ln z, que es el potencial complejo buscado. 

b) Si la carga lineal está en z = a, el potencial complejo es íi(z) = —2 q ln (z — a). 

c) El potencial complejo tiene la misma forma que el de una fuente lineal de fluido si k = —2 q [véase el problema 
9.12]. Si q es una carga positiva, esto corresponde a un sumidero lineal. 



Figura 9-22 


y 
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CAPÍTULO 9 Aplicaciones físicas de las transformaciones conformes 

9.21. a ) Encuentre el potencial en cualquier punto de la región que se muestra en la figura 9-23 si los potenciales 

en el eje x están dados por V 0 para x > 0 y — Vq para x < 0. 

b) Determine el equipotencial y las líneas de flujo. 

Solución 

a) Hay que hallar una función armónica en el plano que tome los valores V 0 para x > 0 (es decir, 6 = 0) y — V 0 
para* < 0 (es decir, 6 = tt). Igual que en el problema 9.6, si A y ¡i son constantes reales, A0 + B es armónica. 
Así, A(0) + B = V o, A(n) + B = — V 0 , de donde A = —2Vq/tt, B = Vo- de manera que el potencial buscado 
es 

= Vo^l-^tan- 1 ^) 

en la mitad superior del plano y > 0. El potencial en la mitad inferior del plano se obtiene por simetría. 
tí) Las líneas equipotenciales están dadas por 

Vo^l-tan -1 - j = a 

es decir, y = mx, donde m es una constante. Éstas son líneas rectas que pasan por el origen. 

Las líneas de flujo son trayectorias ortogonales a las rectas y = mx y están dadas por x 2 + y 2 = (3. Estas 
líneas son circunferencias con centro en el origen. 

Otro método. Una función conjugada de Vo (l — — tan -1 - ) es — In r. Así, las líneas de flujo están dadas por 

y TT X) 7 T 

r = x /x 2 + y 2 = constante, que son circunferencias con centro en el origen. 

9.22. á) Encuentre el potencial debido a una carga lineal q por longitud unitaria en z — Zo y a una carga lineal —q 

por longitud unitaria en z — Zo- 

b ) Muestre que el potencial debido a un plano infinito [ABC en la figura 9-25] mantenido a potencial cero 
(potencial de tierra) y a una carga lineal q por longitud unitaria paralela a este plano se halla a partir del 
resultado del inciso a). 

Solución 

a) El potencial complejo debido a las dos cargas lineales [figura 9-24] es 

H(z) = -2q lnfe - z 0 ) + 2q ln(z - z 0 ) = 2q ln (-—— 

\Z - Zo 


Así, el potencial buscado es la parte real de esta expresión, es decir, 


<1> = 2q Re 



( 1 ) 


b ) Para probar esto hay que mostrar que en el eje x el potencial (1) se reduce a <J> = 0, es decir, ABC en la figura 
9-25 está a potencial cero. Esto es consecuencia inmediata de que, en el eje x, z = x, de manera que 


fl = 2q ln 


* — z 0 

x - zo 


y O = 2q ln 


x - Zo 
- zo 


= -n 


es decir, $ = Refíl] = 0 en el eje x. 
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Problemas resueltos 



Por tanto, la carga — q en z 0 [figura 9-24] puede sustituirse por un plano ABC a potencial cero [figura 9-25], 
y a la inversa. 


y 



"^.Zo 


"^zo 


Figura 9-24 




zo 


A 


B 


Potencial = 0 


C 


x 


Figura 9-25 


9.23. Dos planos infinitos paralelos, a una distancia a uno del otro, están conectados a tierra (es decir, a potencial 
cero). Una carga lineal q por unidad de longitud se localiza entre los planos a una distancie b de uno de ellos. 
Determine el potencial en un punto entre los planos. 

Solución 

En la figura 9-26 represente con ABC y DEF los dos planos perpendiculares al plano z y suponga que la carga 
lineal pasa por el eje imaginario en el punto z = bi. 


Plano z 
\ y 

Potencial = 0 


Plano w 
v 


C 

B 

á 

F 

b 

D 


a 

E 




Potencial = 0 

i 

Figura 9-26 




B C E Fl 

Potencial = 0 

I 

Figura 9-27 


En la entrada A-2 de la página 248 se ve que la transformación w = e nz ^ a lleva la región sombreada de la figura 
9-26 sobre la mitad superior del plano w en la figura 9-27. La carga lineal q en z = bi, de la figura 9-26, se lleva a la 
carga lineal q en w = e' !rb, ^ a . La frontera ABCDEF en la figura 9-26 (a potencial cero) se lleva al eje x A’B'C’D'E'F' 
(a potencial cero), donde C' y D' coinciden en w = 0. 

De acuerdo con el problema 9.22, el potencial en cualquier punto de la región sombreada en la figura 9-27 es 


<t> = 2q Re 


w — e~ 7Tb>la 

w — girbi/a 


Así, el potencial en cualquier punto de la figura 9-26 es 


= 2q Re 


gTTZ/ci g-^nbi/a 

g-nz/a gTrbi/a 


Aplicaciones al flujo de calor 

9.24. Las fronteras del bloque semiinfinito (sombreado en la figura 9-28) se mantienen a las temperaturas indicadas, 
donde T es constante. Encuentre la temperatura en estado de equilibrio. 
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CAPÍTULO 9 Aplicaciones físicas de las transformaciones conformes 

Solución 

La región sombreada del plano z se lleva a la mitad superior del plano w [figura 9-29] mediante la transformación 
w = sen(irz/a), la cual es equivalente a u = sen(7 rx/a) cosh(7 ry/á), v = cos(77.r/a) senh(77y/a) [véase la entrada 
A-3a) en la página 248]. 


Plano z 


Plano w 




Ahora hay que resolver el problema equivalente en el plano w. Se emplea el método del problema 9.7 y se 
encuentra que la solución en el plano w es 


í> = -tan 1 

7 T 


V 

U + 1 


2 T 

-tan 

77 


■C4t) 


+ 2T 


por lo que la solución requerida en el plano z es 


<t> = — tan^ 1 


cos(77.r/r¡) senh(77y/a) 

2 T 

cos(77.y/í¡) senh(77y/a) 

sen(77.r/a)cosh(77y/íj) + 1 

7T 

sen(77x/a)cosh(77y/a) — 1 


+ 2 T 


9.25. Encuentre la temperatura en estado de equilibrio en todo punto de la región sombreada en la figura 9-30 si 
las temperaturas se mantienen como se indica. 


Plano z 



Plano w 



Solución 

La región sombreada del plano z se lleva sobre la mitad superior del plano w [sombreada en la figura 9-31] 
mediante la transformación w = z. + (1 ¡z) [entrada A-4 en la página 249], la cual es equivalente a 


u + iv = x + iy + 


1 


x + iy 


■ = x + - 


x 2 + y 2 


+ m y ~ 


y 


x - + y 


es decir, u=x + 


x 2 + y 2 


v = y - 


y 


x- + y 2 


La solución al problema en el plano w, con el método del problema 9.7, es 


60 


-tan 


v 

u — 2 


60 

— —tan 

77 


v 

u -|- 2 
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Problemas resueltos 



Así, al sustituir los valores u y v, la solución, en el plano z, al problema es 


y(* 2 +y 2 -l) 

60 

y(x 2 + y 2 -l) 

-tan 

7 T 

(x 2 + y 2 + l)x — 2(x 2 + y 2 ) 

(x 2 + y 2 + l)x + 2(* 2 + y 2 ) 


o, en coordenadas polares. 


(r 2 — 1) sen 6 

60 , 

(r 2 — 1) sen 6 

-tan 1 

7 T 

(r 2 + l)cos 6 — 2r 

(r 2 + l)cos 0 + 2r 


Problemas diversos 

9.26. Una región está limitada por dos conductores cilindricos concéntricos de longitud infinita, con radios r, y r 2 
(r 2 > r,), los cuales están cargados a potenciales '!>¡ y í> 2 , respectivamente [véase la figura 9-32], Encuentre 
a) el potencial y b) el vector del campo eléctrico en cualquier lugar de la región. 

Solución 

a ) Considere la función Í1 = A ln z + B, donde Ay B son constantes reales. Si z = re' 8 , entonces 

Cl = cp + pp = A ln r + Aid + B, o <f> = A ln r■ + 5, ’P = Ad 

Ahora <1> satisface la ecuación de Laplace, es decir, es armónica en cualquier parte de la región < r < r 2 y 
se reduce a <J> = dq y $ = $2 en r = r\ y r = r 2 , siempre que Ay B se elijan de manera que 

dq — A ln y 2 “i - f?, ÍP 2 A ln y-> B 

es decir, 

— d>! d>i lnn - Inri 

A = -, B = --- 

ln(r 2 /n) ln(r 2 /n) 


Así, el potencial buscado es 


(d> 2 - d>i) d>i lnr 2 — $2 Inri 

ln(r 2 /rf) lnr+ ln(r 2 /ri) 


$2 




b ) El vector del campo eléctrico es 


e = —gradd> 


9$ d>! - d> 2 1 
9r ln(r 2 /r 1 ) r 


Observe que las líneas de fuerza, o líneas de flujo, son ortogonales a las líneas equipotenciales; algunas de 
ellas se representan mediante líneas punteadas en la figura 9-33. 
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CAPÍTULO 9 Aplicaciones físicas de las transformaciones conformes 



9.27. Encuentre la capacitancia del condensador formado por los dos conductores cilindricos del problema 9.26. 

Solución 


Si r es cualquier curva simple cerrada que contenga el cilindro interior y q es la carga en ese cilindro, de acuerdo 
con el teorema de Gauss y el resultado del problema 9.26 se tiene 


277 

() E n ds = 
r e=o 


d>i -d > 2 
ln(r 2 /n) 


11 2tt(Í> 1 - <í> 2 ) 

- rdO = - 

r ln(r 2 /n) 


477g 


Así, 


$1 - $2 
21n(r 2 /n) 


de manera que 


Capacitancia C 


carga 

diferencia en potencial 



1 

2 ln(r 2 /r,) 


que sólo depende de la geometría de los condensadores, como debe ser. 

El resultado anterior es válido si se tiene el vacío entre los dos conductores. Si entre los conductores hay un 
medio con constante dieléctrica k, hay que sustituir q por q¡K y, en este caso, la capacitancia es 1 /[2 k ln(r 2 /r!)]. 

9.28. Dos conductores cilindricos circulares de radios iguales R y centros a una distancia D uno del otro [figura 
9-34] están cargados a potenciales V 0 y — V 0 , respectivamente, a) Determine la carga, por longitud unitaria, 
necesaria para lograr esto, b) Encuentre una expresión para la capacitancia. 

Solución 


a) Se emplean los resultados del problema 9.13, pues cual¬ 
quiera de las curvas (superficies) equipotenciales pueden 
sustituirse por conductores circulares a los potenciales 
especificados. Con a = — V Q y a = V 0 , y al observar 
que k = 2 q, se encuentra que los centros de los círculos 
están en x = —a coth(Vo/2í?) y x = a coth(Vo/2 q), de 
manera que 


D = 2a coth 



El radio R de los círculos es 


R = a csch 



( 1 ) 


(2) 


y 



Figura 9-34 


Se divide (1) entre (2) y se obtiene 2 cosh(Vo/2^) = D/R, de manera que la carga requerida es 


2cosh l (D/2R) 


b) 


Capacitancia C 


carga q 

diferencia en potencial 2V 0 


1 

4cosh -1 (D/2/?) 
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Problemas resueltos 



El resultado es válido en el vacío. Si existe un medio de constante dieléctrica k, hay que dividir el resultado 
entre k. 

Observe que la capacitancia depende, como siempre, de la geometría. Este resultado es fundamental en la 
teoría de los cables de línea de transmisión. 

9.29. Demuestre la unicidad de la solución al problema de Dirichlet. 

Solución 

El problema de Dirichlet consiste en hallar una función <J> que satisfaga ( d 2 <S>/dx 2 ) + (3 2 cb/3y 2 ) = 0 en una región 
simplemente conexa 1Z y que tome un valor prefijado <J> = f(x, y) en la frontera C de 7 Z. Para demostrar la unicidad 
hay que mostrar que, si tal solución existe, es única. Para esto suponga que existen dos soluciones, ( b, y $ 2 . Así, 


3 2< 3> 1 3 2 4>i 

'Ib =f(x, y) en C 


a*- + 3y» - 0enK J 

(1) 

3 2 cJ>2 3 2 4 ) a 

® 2 =f(x,y) en C 


9x2 + ay2 — 0 en 7£ y 

(2) 


Al restar y con G = <Jq — 'Iq, se tiene 

- + ^- T = o enft y G = 0 en C (3) 

Para mostrar que <t>i = <lq de manera idéntica, hay que mostrar que G = 0 de manera idéntica en 7 Z. 

Sea F = G en el problema 4.31 de la página 137, y se obtiene 


o G 

c 







+ 



(4) 


Suponga que G no es de manera idéntica igual a una constante en 7 Z. Del hecho de que G = 0 en C y de que (d 2 G/dx 2 ) 
+ (3 2 G/3y 2 ) = 0 idénticamente en 7 Z, (4) se convierte en 


n 



dxdy = 0 


Pero esto contradice la suposición de que G no es de manera idéntica igual a una constante en 7 Z, pues, en tal 
caso, 


n 



dxdy > 0 


Se concluye que G debe ser constante en 7 Z y, por continuidad, debe tenerse G = 0. Por tanto, <lq = dq V sólo 
existe una solución. 

9.30. Una región infinita ABDE, en forma de cuña con un ángulo 7 t/ 4 [sombreada en la figura 9-35] mantiene uno 
de sus lados ( AB ) a la temperatura constante T j. Del lado BDE, la parte BD [de longitud unitaria] está aislada, 
y la parte restante DE se mantiene a la temperatura constante T 2 . Indique la temperatura en cualquier parte 
de la región. 
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CAPÍTULO 9 Aplicaciones físicas de las transformaciones conformes 



Plano f 



n 



A" 




Ti 




B' 

D' 


E' 


Aislado 1 

T 2 



Figura 9-36 


Plano w piano w 


V 


V 


'A" E" . 





T 2 

1 



Ti 


t 2 

B" D" 


B" D" 


Aislado 





Ti 


t 2 


Figura 9-37 


Figura 9-38 


Solución 

Mediante la transformación £ = z 2 , la región sombreada del plano z [figura 9-35] se lleva a la región sombreada de 
la figura 9-36 con las condiciones frontera indicadas [véase la entrada A-1 en la página 248]. 

Mediante la transformación £ = sen (irw/2), la región sombreada del plano f [figura 9-36] se lleva a la región 
sombreada de la figura 9-37 con las condiciones frontera indicadas [véase la entrada C-l en la página 254]. 

Ahora, el problema de temperatura representado mediante la figura 9-37 en donde B"D" está aislado es equiva¬ 
lente al problema de temperatura representado mediante la figura 9-38, pues por simetría, no puede haber ninguna 
transferencia de calor a través de B"D". Pero éste es el problema de determinar la temperatura entre dos planos 
paralelos que se mantienen a temperaturas constantes T¡ y T 2 , respectivamente. En este caso, la variación de tem¬ 
peratura es lineal y por ende debe estar dada por 7] + (73 — T{)u. 

De f = c 2 y £ = sen(mv/2), al eliminar £ se tiene w = (2/tt) sen -1 z 2 o u = (2/tt) Rejsen 1 ~ 2 }. 

Por tanto, la temperatura buscada es 


2(73 — Ti) , , 

Ti H-Re{sen z 2 } 

7 T 


En coordenadas polares (r, 6), esto se escribe como [véase el problema 9.95] 


rji , 2(73 - Ti) 

T i -|-sen 


-V'" 4 + 2 r 2 eos 26+ 1 — - Vr 4 — 2 r 2 eos 26+ 1 
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Problemas complementarios 


PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


Funciones armónicas 

9.31. Demuestre que las funciones a) 2xy + y 3 — 2>x 2 y, b) e~ x sen y son armónicas. 

9.32. Demuestre que las funciones del problema 9.31 siguen siendo armónicas con las transformaciones a) z = w 2 , 
b) z= sen w. 

9.33. Suponga que d5(x, y) es armónica. Demuestre que <1>(a + a, y + b ), donde a y b son constantes, también es 
armónica. 

9.34. Suponga que cbj, <J> 2 ,..., 'I/, son armónicas en una región 'JZ y que c¡, c 2 ,..., c„, son constantes. Demuestre que 
cqdq + c 2 ‘1*2 + • • • + c„í>,, es armónica en 1Z. 

9.35. Demuestre que toda función armónica que sólo dependa de la distancia r de un punto fijo debe ser de la forma 
A ln r + B, donde Ay B son constantes. 

9.36. Suponga que F(z) es analítica y diferente de cero en una región 1Z. Demuestre que las partes real e imaginaria de 
F(z) son armónicas en ‘JZ. 


Problemas de Dirichlet y de Neumann 


9.37. Encuentre una función armónica en la mitad superior del plano z Im{z} >0 que en el eje x tome los valores dados 
1 x > 0 
—1 x < 0 ‘ 


por G(x) = 

9.38. Repita el problema 9.37 con G(x) = 


1 x < —1 
0 — 1 < x < 1. 

— 1 x > 1 


9.39. Encuentre una función armónica en el interior del círculo z = 1 que sobre su circunferencia tome los valores 

T 0<6< 77 
77 < < 277 

9.40. Repita el problema 9.39 con F(0) = 

9.41. Repita el problema 9.39 con F(ff) = 


T 0 < 9 < ir/2 
0 77/2 < e< 3tt/2. 

[ —T 377/2 < 6 < 277 

sen 6 0 < 6 < 77 

0 77 < 9 < 277 


9.42. Encuentre una función armónica en el interior de la circunferencia |z| = 2 que tome los valores 

10 0 < 6 < 77 

0 77 < 0 < 2tt‘ 

9.43. Demuestre por sustitución directa que las respuestas obtenidas en los incisos a) del problema 9.6, b ) del problema 
9.7, c) del problema 9.8 son en realidad soluciones a los correspondientes problemas de frontera. 


F(6) = 


9.44. Encuentre una función armónica cD(x, y) en el primer cuadrante jc > 0, y > 0. que tome los valores V(x, 0) = —1, 

m >0 = 2. 

9.45. Encuentre una función ( \>(x, y) armónica en el primer cuadrante x > 0, y > 0 y que satisfaga las condiciones 
frontera cb(x, 0) = e~ x , 3<t>/9 jc| ji;= o = 0. 


Aplicaciones al flujo de fluidos 

9.46. Bosqueje las líneas de flujo y las líneas equipotenciales para el movimiento de un fluido en el que el potencial 
complejo está dado por a) z 2 + 2 z, b ) z 4 , c) e~ z , d ) eos z. 

9.47. Analice el flujo del fluido correspondiente al potencial complejo íl(z) = + 1 /z 2 )- 

9.48. Verifique las afirmaciones previas a las ecuaciones (9.5) y (9.6) de la página 283. 

9.49. Deduzca la relación dfl/dz = Ve~‘ e , donde V y 6 se definen como en el problema 9.17. 
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CAPÍTULO 9 Aplicaciones físicas de las transformaciones conformes 


9.50. 

9.51. 


9.52. 

9.53. 

9.54. 

9.55. 

9.56. 

9.57. 

9.58. 

9.59. 


9.60. 

9.61. 


Consulte el problema 9.10 y a) muestre que la rapidez del fluido en el punto E [figura 9-14] está dada por 
2V 0 |sen 0 | y b) determine en qué puntos del cilindro se tiene la mayor rapidez. 

a) Suponga que P es la presión en el punto E del obstáculo en la figura 9-14 del problema 9.10 y que P, x es la 
presión lejos del obstáculo. Demuestre que 

P — P 0 o = ^<rVg(l — 4 sen 2 0) 

b) Demuestre que en los puntos B y F se crea un vacío si la rapidez del fluido es igual o mayor a Vo = s/2P oa /3cr. 
Esto suele conocerse como cavitación. 

Obtenga la ecuación (9.19), página 285, mediante un proceso de límite aplicado a la ecuación (9.18). 

Analice el flujo de fluido debido a tres fuentes de igual fuerza k localizadas en:= —a, 0, a. 

Analice el flujo de fluido debido a dos fuentes en z = +a y un sumidero en z z 0 si todos tienen la misma 
magnitud. 

Demuestre que con la transformación w = F(z), donde F(z) es analítica, una fuente (o sumidero) en el plano - en 
z = Zo se lleva a una fuente (o sumidero) de igual fuerza en el plano w en w = w 0 = F(zq). 

Deuestre que el momento total sobre el obstáculo cilindrico del problema 9.10 es cero y explique esto físicamente. 

Suponga que ^(jc, y) es la función corriente. Demuestre que la velocidad de flujo de masa a través del arco C que 
une los puntos (x h y,) y (x 2 , v 2 ) es a{^{x 2 , v 2 ) - ’J'Csi, y x )}. 

a) Demuestre que el potencial complejo debido a una fuente de fuerza k > 0 en un fluido que se mueve con 
rapidez Vo es Í1 = Vqz + k ln z y b) analice el movimiento. 

Un sumidero y una fuente, de igual fuerza m , están localizados en z = +1 entre las rectas paralelas y = +1. 
Demuestre que el potencial complejo para el movimiento del fluido es 

t £ TT(Z+l) _ l 


Con una fuente de fluido en z = Zo y una pared en x = 0 demuestre que el flujo resultante es equivalente a eliminar 
la pared e introducir otra fuente de la misma fuerza en z = —Zo- 

Un fluido fluye entre las dos ramas de la hipérbola ax 2 — by 2 = 1, a > 0, b > 0. Demuestre que el potencial 
complejo del flujo está dado por K cosh 1 az, donde K es una constante positiva y a = y/ab/(a + b). 


Aplicaciones en electrostática 

9.62. Dos conductores planos semiinfinitos, como se indica en la figura 9-39, se cargan a potenciales constantes <b, 
y <S> 2 , respectivamente. Encuentre a) el potencial <5 y b) el campo eléctrico £ en cualquier parte de la región 
sombreada entre ellos. 


y 


y 



Figura 9-39 


-V 0 



V 0 


Figura 9-40 
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Problemas complementarios 


9.63. Encuentre a ) el potencial y b ) el campo eléctrico en todas partes de la región sombreada de la figura 9-40 si los 
potenciales en los ejes x y y positivos son constantes e iguales a V 0 y — V 0 , respectivamente. 

9.64. Una región infinita tiene tres cables localizados en z = —1, 0, 1 a potenciales constantes —V 0 , 2V 0 , — V 0 , 
respectivamente. Encuentre a) el potencial y b ) el campo eléctrico en todas partes. 


9.65. Demuestre que la capacidad de un capacitor es invariante con una transformación conforme. 


9.66. Los conductores planos semiinfinitos AB y BC, que se intersecan 
formando un ángulo a , están conectados a tierra [figura 9-41]. 
Una carga lineal q por longitud unitaria se encuentra en el punto 
z¡, en la región sombreada y a la misma distancia a de AB que de 
BC. Encuentre el potencial. 

9.67. Repita el problema 9.66 si q se encuentra a la distancia a de AB y 
a la distancia b de BC. 

9.68. Repita el problema 9.23 si hay dos cargas lineales q por longitud 
unitaria y —q por longitud unitaria, que se encuentran en z = bi y 
z = ci, respectivamente, donde 0 <b < a. 0 < c < a y b # c. 

9.69. Un cilindro circular de longitud infinita tiene una mitad de su 
superficie cargada a potencial constante Vq y la otra mitad está 
conectada a tierra, y las dos mitades están aisladas una de otra. 
Encuentre el potencial en todas partes. 



Aplicaciones al flujo de calor 

9.70. a) Encuentre la temperatura de estado constante en cualquier parte de la región sombreada en la figura 9-42. 
b) Determine las líneas isotérmicas y las líneas de flujo. 

9.71. Encuentre la temperatura de estado estable en el punto (2, 1) de la región sombreada en la figura 9-43. 


y 





Figura 9-44 


9.72. Las porciones convexas ABC y ADC del cilindro unitario [figura 9-44] se mantienen a las temperaturas de 40°C 
y 80°C, respectivamente, a) Encuentre la temperatura de estado estable en todo punto interior, b) Determine las 
líneas isotérmicas y las líneas de flujo. 
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CAPÍTULO 9 Aplicaciones físicas de las transformaciones conformes 


9.73. Encuentre la temperatura de estado estable en el punto (5, 2) en la región sombreada de la figura 9-45 si las 
temperaturas se mantienen como se indica. 




9.74. Una placa conductora infinita tiene un orificio circular ABCD de radio unitario [figura 9-46]. A los arcos ABC y 
ADC se les aplican temperaturas de 20°C y 80°C y se mantienen indefinidamente. Halle la temperatura de estado 
estable en cualquier punto de la placa. 


Problemas diversos 

9.75. Suponga que Í>(jc, y) es armónica. Demuestre que <S>(x/r 2 , y/r 2 ), donde r = sj x 2 + y 1 también es armónica. 

9.76. Suponga que U y V son continuamente diferenciables. Demuestre que 

SU dUdx dUdy 3V dVdy dVdx 

a) — =-- H- f- b) — =-- H- 

3 n dx ds dy ds 3 s dx ds dy ds 

donde n y .? denotan, respectivamente, la normal hacia afuera y el parámetro longitud de arco a una curva simple 
cerrada C. 

9.77. Sean U y V funciones armónicas conjugadas. Demuestre que a) dll/dn = dV/ds b ) dU/ds = —(3V/3 n). 

9.78. Demuestre que la función 1 — r 2 /(l — 2r eos 0 + r 2 ) es armónica en toda región en la que no se encuentre el 
punto r = 1,0 = 0. 

9.79. Suponga que se requiere resolver el problema de Neumann, es decir, hallar una función V armónica en una región 

1Z tal que en la frontera C de 7 Z, dV/dn = G(s), donde s es el parámetro longitud de arco. Sea H(s) = G(s), 

donde a es un punto de C, y suponga que | c G(s)ds = 0. Muestre que para hallar V es necesario hallar la función 
armónica conjugada U que satisfaga la condición U = —H(s) en C. Este es un problema equivalente de Dirichlet. 
[Sugerencia: Use el problema 9.77.] 

9.80. Demuestre que, salvo una constante aditiva arbitraria, la solución al problema de Neumann es única. 

9.81. Demuestre el teorema 9.3, página 282. 

9.82. ¿Qué modificación hay que hacer al teorema 9.3, página 282, si la condición frontera <5 = a en C se sustituye 
por <J> = f(x, y) en C? 

9.83. ¿Qué hay que modificar en el teorema 9.3, página 282, si la condición frontera 3<t>/9 n = 0 en C se sustituye por 
3$/3 n = g(x, y) en C? 

9.84. Suponga que el movimiento de un fluido se debe a una distribución de fuentes, sumideros y dobletes, y suponga 
que C es una curva tal que a través de ella no hay ningún flujo. Así, la distribución de fuentes, sumideros y 
dobletes a un lado de C se conoce como imagen de la distribución de fuentes, sumideros y dobletes al otro lado de 
C. Demuestre que la imagen de una fuente en el interior de una circunferencia C es una fuente de la misma fuerza 
en el punto inverso junto con un sumidero de igual fuerza en el centro de C. [Un punto P es un punto inverso de 
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Problemas complementarios 


un punto Q respecto de una circunferencia con centro en O si OPQ es una línea recta y OP ■ OQ = a 2 , donde a 
es el radio de C.] 

9.85. Una fuente de fuerza k > 0 se encuentra en el punto z 0 en un fluido contenido en el primer cuadrante, donde los 
ejes x y y se consideran barreras rígidas. Demuestre que la rapidez del fluido en cualquier punto está dada por 

k\(z — Zq) 1 + (Z — Zo) * + (Z + Zo) ' + ÍZ + Zo) *1 

9.86. Dos conductores cilindricos de longitud infinita cuyas secciones transversales son elipses confocales con focos en 
(—c, 0) y (c, 0) [véase la figura 9-47] están cargadas a potenciales constantes <t>! y $ 2 , respectivamente. Muestre 
que la capacitancia por longitud unitaria es igual a 


2 ir 

cosh“‘(/? 2 /c) — cosh _l (^i/c) 


[Sugerencia: Utilice la transformación z = c cosh w.] 

9.87. En el problema 9.86 suponga que < t > i y C E > 2 representan temperaturas constantes aplicadas a los cilindros elípticos. 
Halle la temperatura en estado de equilibrio en cualquier punto de la región conductora entre los cilindros. 



Figura 9-47 



Figura 9-48 


9.88. Un obstáculo en forma de cilindro circular de radio a descansa en el fondo de un canal de fluido, el cual fluye con 
velocidad Vq a distancias alejadas del obstáculo [véase la figura 9-48]. 

a) Demuestre que el potencial complejo está dado por 

íl(z) = ttüVq coth(7 ra/z) 

b) Demuestre que la rapidez en la parte superior del cilindro es jTt 2 V 0 y compárela con la rapidez en el caso de 
un obstáculo circular situado en el centro de un fluido. 


c) Demuestre que la diferencia de presión entre los puntos en la parte superior y en la parte inferior del cilindro 
es cnr 4 V o/32. 

9.89. a ) Demuestre que el potencial complejo para el flujo de un fluido que pasa por el cilindrico elíptico de la figura 
9-49 está dado por 


ÍKz) = V 0 


í + 


(a + b) 2 

4 £ 


donde f = ] 2 (z. + Vz 2 — c 2 ) y c 2 = a 2 — b 2 . 
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CAPÍTULO 9 Aplicaciones físicas de las transformaciones conformes 


b) 


Demuestre que la rapidez del fluido en las partes superior e inferior del cilindro es V 0 (l + b/a). Analice el 
caso a = b. [Sugerencia: Exprese el potencial complejo en términos de coordenadas elípticas (f, 17 ), donde 


z = x + iy = c coshíf + ir¡) = c cosh f 



Figura 9-49 


9.90. Suponga que en el problema 9.89, la dirección del flujo forma un ángulo S con el eje x positivo. Demuestre que 
el potencial complejo está dado por el resultado del inciso a) con C = ¿(z + Vz 2 — c 2 )e' s . 

9.91. En la teoría de la elasticidad, la ecuación 


V 4 d> = V 2 (V 2 $) 


9 4 cj> a 4 *!) a 4 # _ 

dx 4 dx 2 dy 2 ay* 


conocida como ecuación biarmónica, es de fundamental importancia. Las soluciones a esta ecuación se conocen 
como biarmónicas. Demuestre que, si F(z) y G(z) son analíticas en una región 7 Z, la parte real de zF(z) + G(z) 
es biarmónica en 7 Z. 


9.92. Demuestre que, en general, con una transformación conforme, las funciones biarmónicas (véase el problema 
9.91), no permanecen biarmónicas. 

9.93. a) Demuestre que íl(z) = K ln senh( 7 rz/a), k> 0, a > 0 representa el potencial complejo debido a una sucesión 

de fuentes de fluido en z = 0, ±ai, ±2ai, .... 

b ) Demuestre que, salvo constantes aditivas, las funciones de potencial y de flujo están dadas por 


cj> = Á'ln{cosh(27TJí'/a) — cos(27rv/a)j, 


= K tan 1 


tan(-7ry/a) 
tanh( Ttx/a) 


c) Represente gráficamente algunas líneas de flujo del fluido. 

9.94. Demuestre que el potencial complejo del problema 9.93 es el mismo que el debido a una fuente localizada a la 
mitad entre las rectas paralelas y = ±3a/2. 

9.95. Verifique la aseveración del final del problema 9.30 [compare el problema 2.137]. 

9.96. Un condensador está formado por un cilindro elíptico, en el que las longitudes de los ejes mayor y menor son 2 a 
y 2b, respectivamente, y un plano raso AB cuya longitud es 2 h [véase la figura 9-50]. Muestre que la capacitancia 
es igual a2-7r/{cosh l (a/h)}. 




Figura 9-51 
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Problemas complementarios 


9.97. Un fluido circula con velocidad uniforme V 0 a través de un canal semiinfinito de anchura D y emerge a través de 
una abertura AB [figura 9-51]. a) Encuentre el potencial complejo para este flujo, tí) Determine las líneas de flujo 
y las líneas equipotenciales, y obtenga las gráficas de algunas de ellas. [Sugerencia: Utilice la entrada C-5 de la 
página 256.] 


9.98. Mediante la teoría del potencial, interprete el problema 9.30. 

9.99. a) Muestre que, en el vacío, la capacitancia de los conductores cilindricos paralelos de la figura 9-52 es 


1 


2cosh 1 


( D 2_r2_r2\ 

\ 2RiR 2 ) 


b ) Examine el caso Ri = R 2 = R y compare con el problema 9.28. 

9.100. Demuestre que, en el vacío, la capacitancia de los dos conductores cilindricos paralelos de la figura 9-53 es 


2 cosh 1 


ír] + r 2 2 -d 2 \ 

\ 2R\Ri J 




Figura 9-52 


Figura 9-53 


Figura 9-54 


9.101. Encuentre el potencial en todo punto del cilindro unitario de la figura 9-54 si AB, BC, CD y DA se mantienen a 
los potenciales V 0 > 0, — V 0 y 0, respectivamente. 

9.102. La región sombreada de la figura 9-55 representa un semiplano conductor infinito, en el que las líneas AD, DE 
y DB se mantienen a las temperaturas 0, T y 2 T, respectivamente, donde T es una constante, a) Encuentre la 
temperatura en todas partes, b) Dé una interpretación en la que intervenga la teoría del potencial. 



Figura 9-55 

9.103. Repita el problema anterior si á) DE está aislado, tí) AB está aislado. 

9.104. En la figura 9-55 suponga que DE representa un obstáculo perpendicular a la base de un canal infinito en el que 
fluye un fluido de izquierda a derecha de manera que, lejos del obstáculo, la rapidez del fluido es V 0 . Encuentre 
a) la rapidez y tí) la presión en todo punto del fluido. 
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CAPÍTULO 9 Aplicaciones físicas de las transformaciones conformes 


9.105. Encuentre el estado estacionario de temperatura en el punto (3, 2) en la región sombreada de la figura 9-56. 

9.106. Una región ABCD en forma de cuña con un ángulo de 77/ 4 [sombreada en la figura 9-57] mantiene uno de sus 
lados (CD) a 50°C; en el otro lado ABC se mantiene la parte AB a 25°C, y la parte BC, de longitud unitaria, está 
aislada. Encuentre la temperatura en estado de equilibrio en cualquier punto. 


y 



Figura 9-56 



RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


9.37. 1 —(2/77) tan '(y/x) 


9.38. 1-tan 

7r 


i _i/ y \ i ~\í y 

ton 1 I ^ 1 1 I 


íjh) 


-tan 


77 \X + 1 


9.39. T 

9.42. 10 

9.44. —tan -1 

77 


2 /2rsen0 
1-tan I ! _ r 2 


1 , /4 r sen 6 

1-tan 1 ' 


77 \ 4 — r 2 

2xy 


x 2 — y 2 


1 


9.62. a) = $2 + 


4>1 - 


2 , / 2xy 

1-tan - * * 


x 2 — y 2 


6, b) e = (<t >2 — <t>i)/ar 9.101. — I tan 


9.63. a) V 0 

9.64. a ) V Q \n{z{z 2 - 1)] 

{ /-V« _ -Va' 

~ 2g/ln ^/a-¡U 

9.70. a) 60 - (120/77) tan -1 (y/x) 

9.73. 45.9°C 

Vq / _j2r senil eos d' 


1 — r 2 


+ tan 


1 — r 2 
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Temas especiales 


10.1 Prolongación analítica 

Sea Fi(z) una función de z, analítica en una región 'IZ¡ [figura 10-1]. Suponga que se puede hallar una función F 2 (z), 
analítica en una región TZ 2 y tal que F\{z) = F 2 (z ) en la región común a 1Z¡ y 7Z 2 . Entonces se dice que F 2 (z) es una 
prolongación analítica de F\(z). Esto significa que existe una función analítica F(z) en la región formada por TZ l y 7Z 2 
tal que F(z) = F\(z) en y F(z) = F 2 (z ) en 1Z 2 . En realidad, basta con que TZ l y TZ 2 tengan en común un pequeño 
arco, como el arco LMN en la figura 10-2. 




Mediante la prolongación analítica a las regiones 1Z 2 ,1Z 4 , etc., la región de definición original se extiende a otras 
partes del plano complejo. Las funciones /q(z), F 2 (z), Ffiz), ..., definidas en TZ l , 1Z 2 ,1Z 2 , ..., respectivamente, en 
ocasiones se llaman elementos de función o sólo elementos. Algunas veces es imposible prolongar analíticamente 
una función más allá de la frontera de una región. Entonces a esta frontera se le llama frontera natural. 

Suponga que una función fj(z) definida en 'TZ\ se prolonga analíticamente a una región TZ n a lo largo de dos tra¬ 
yectorias diferentes [figura 10-3]. Entonces, si entre estas trayectorias no existe ninguna singularidad, las dos prolon¬ 
gaciones analíticas son idénticas. Este es el teorema de la unicidad de una prolongación analítica. 

En el caso de resultados diferentes, puede mostrarse que entre las trayectorias existe una singularidad (concre¬ 
tamente, un punto de ramificación). Es así como se alcanzan las diferentes ramas de una función multivaluada. En 
relación con esto, resulta útil el concepto de superficies de Riemann [capítulo 2], 

Ya se ha visto cómo prolongar analíticamente funciones representadas por series de potencias (capítulo 6). 
En este capítulo se verá la forma de prolongar analíticamente funciones con otras representaciones (por ejemplo, 
integrales). 
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10.2 Principio de reflexión de Schwarz 

Suponga que F\(z) es analítica en la región 7Z¡ [figura 10-4] y que Ffz) toma valores reales en la parte LMN del eje 
real. 

El principio de reflexión de Schwarz establece que la prolongación analítica de Pfz) a la región 7 Z 2 (considerada 
imagen de espejo o reflexión de 1Z l respecto de LMN) está dada por 

Fiíz) = Ffl) ( 10 . 1 ) 

Este resultado se extiende a los casos en los que LMN sea una curva, y no un segmento de recta. 


10.3 Productos infinitos 

Sea P n = (1 + vtqXl + w 2 ) ■ • • (1 + w n ), que se denota Wk=\ (1 + Wk) y donde se supone que para toda A:, w k — 1. Si 
existe un valor P 0 tal que lím„_*oo P n = P, se dice que el producto infinito (1 + wi)(l + wf) ■ ■ ■ = [~L i (1 + w k ), 
o sólo ]~[ (1 + w k ), converge a P\ si no es así, se dice que el producto infinito diverge. Las w k pueden ser constantes 
o funciones de z. 

Si sólo un número finito de las w k = — 1 y el resto del producto infinito, omitiendo estos factores, converge, se dice 
que el producto infinito converge a cero. 

10.4 Convergencia absoluta, condicional y uniforme 

DE PRODUCTOS INFINITOS 

Suponga que el producto infinito [~[ (1 + \w k \) converge. En ese caso se dice que [~[ (I + w k ) es absolutamente con¬ 
vergente. 

Suponga que J - [ (1 + w k ) converge, pero ]”[ (1 + \w k \) diverge. En ese caso se dice que ]”[ (1 + w k ) es condicio¬ 
nalmente convergente. 

Un teorema importante, análogo a un teorema para series infinitas, sostiene que un producto infinito absolu¬ 
tamente convergente es convergente, es decir, si ]~[(1 + |w^|) converge, entonces j~[ (I + w k ) converge (véase el 
problema 10.65). 

El concepto de convergencia uniforme para productos infinitos se define fácilmente por analogía con las series 
o sucesiones infinitas en general. Así, si nLi u + w,(z)}=/>„(£) y nr= = 1 {1 + w,t(z)} = P{z), se dice que P„{z) 
converge uniformemente a P(z) en una región 1Z si, para todo e > 0, es posible hallar un número N, que dependa sólo 
de e y no del valor particular de ~ en 7 Z, tal que P„(z) — P(z)\ < e para todo n> N. 

Como en el caso de las series infinitas, con los productos infinitos que convergen absoluta o uniformemente 
pueden hacerse ciertas cosas que no necesariamente pueden hacerse con los productos infinitos en general. Así, por 
ejemplo, en un producto infinito que converge absolutamente los factores pueden reordenarse sin que se modifique 
su valor. 
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10.8 La función gamma 


10.5 Algunos teoremas importantes sobre productos infinitos 

1. Una condición necesaria para que ]”[ (1 + w k ) converja es que lím„ w„ = 0. Sin embargo, esta condi¬ 
ción no es suficiente, es decir, aunque lím„ w„ = 0 , el producto infinito puede divergir. 

2. Si \ w k\ converge [es decir, si ^ w k converge absolutamente], entonces ]”[ (1 + |w*|) converge y, por 
tanto, ]”[ (1 + Wk) converge [es decir, si ]~[ (1 + w/ ; ) converge absolutamente]. El recíproco de este teo¬ 
rema también es válido. 

3. Si un producto infinito es absolutamente convergente, sus factores pueden ser conmutados sin afectar al 
valor del producto. 

4. Suponga que en una región Tí, w k (z) < M k , k = 1, 2, 3,..., donde las M k son constantes tales que M k 
converge. Así, ]”[ [1 + w k (z)\ es uniformemente (y absolutamente) convergente. Éste es el análogo del 
criterio M de Weierstrass para series. 

5. Suponga que en una región Tí las w¿.(z), k= 1, 2, 3, ... son analíticas y que w k (z.) es uniformemente 
convergente en Tí. Así, J - [ {1 + Wk{z)} converge a una función analítica en Tí. 


10.6 Teorema de Weierstrass para productos infinitos 

Sea/(z) analítica para todo z [es decir,/(z) es una función entera], y suponga que esta función tiene ceros simples en 
a¡, « 2 , « 3 ,..., donde 0 < \a 1 1 < l« 2 l < l«sl < ... y lím„ *.«, a n = oo. Así,/(z) se expresa como un producto infinito 
de la forma 


/fe)=/( 0 )/ (M(oi n| 

k= 1 l 


1 - —) e ^ 
a k 


( 10 . 2 ) 


Una generalización de lo anterior afirma que si /(z) tiene ceros en a k ^ 0, k = 1, 2, 3, ..., de multiplicidades u 
órdenes /jb k , respectivamente, y si para algún entero A, ^/ a k es absolutamente convergente, entonces 


m=me GAz) \ 


k= 1 


1 -exp 

a k 


z 1 z 

- 1 - ' 

cik 2 a ¿ k 


+ 


1 z N - 


t-i i ^ 


N — I a k ~ ] j 


(10.3) 


donde G(z) es una función entera. Este resultado también es verdadero si algunas de las a k son polos, en cuyo caso 
sus multiplicidades son negativas. 

Los resultados (10.2) y (10.3) se conocen como teoremas de factorización de Weierstrass. 


10.7 Algunos productos infinitos especiales 


1 . senz = z 1 — 


2 . cosz = 11 — 


(77/2) 


H'-á)--#-* 


4z 2 


(2 k- 1) 2 tt 2 


3. S e„lu» 2 |l+^}|l+ ( ¿ ? } 

H'^i -fio* 


4. coshz = | 1 + 


(77/2) 


10.8 La función gamma 


4z 2 


(2k- 1) 2 77 2 


Para Re[z] > 0, la función gamma se define como 


T(z) 


i x e ' dt 


(10.4) 
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Así (véase el problema 10.11), se tiene la fórmula de recursión 

+ 1) = zT(z) (10.5) 

donde I\l) = 1. 

Sea z un entero positivo n. De acuerdo con (10.5) se ve que 

T(n + 1) = n(n — 1) ■ ■ ■ (1) = ni (10.6) 


de manera que la función gamma es una generalización del factorial, razón por la cual a la función gamma también 
se le conoce como función factorial y se escribe z! en lugar de T(z + 1), en cuyo caso se define 0! = 1. 

De acuerdo con la fórmula en (10.5) también se ve que, si z es real y positivo, T(z) se determina al conocer los 
valores de T(z) para 0 < z < 1. Si z = se tiene [problema 10.14] 


r 



= \J~TZ 


(10.7) 


Para Re{ z} < 0, la definición (10.4) no puede emplearse porque la integral diverge. Sin embargo, mediante 
prolongación analítica se define T(z) en el semiplano izquierdo. En esencia, eso equivale a emplear (10.5) [véase el 
problema 10.15]. En z = 0, — 1, —2, ..., T(z) tiene polos simples [véase el problema 10.16]. 


10.9 Propiedades de la función gamma 

A continuación se presentan algunas propiedades importantes de la función gamma. Las primeras dos se consideran 
definiciones, a partir de las cuales se deducen todas las demás propiedades. 


1 . 


2 . 


3. 


T(z+ 1) = lím 


1-2-3 --k 


{z + l)(z + 2) • • • (z + k) 
donde J~[ (z, k ) suele conocerse como función Pi de Gauss. 

1 

T(z) 


k z = lím n fe *) 

k—>-oo 1 1 


ni i+ il' 

n=i K 


-z/k 


donde y = lím I1 + - + — + -- -4-ln p } = .5772157 ... se conoce como constante de Euler. 

2 3 p 


rooru -z) = 


77 


sen 7 tz 


En particular si z = ^, r(j) = */rr. 


4. 


2 2z - ] Uz)T^z+ 1 -) = ^tT(2z) 


Esta fórmula suele conocerse como fórmula de duplicación para la función gamma. 

5. Para m = 1, 2, 3, ..., 

mr(z + -)r(z + -) -r(z+ = m (l/2 -' nz \2Try m - l)/2 r(mz) 

V m) V tn / V m / 


La propiedad 4 es un caso especial de esta propiedad con m = 2. 


6 . 


r « = - T+ (í-l) + (> 


T(z) 


1 


2 z+ 1 


+ ■■■+-- 


n z + n — 1 


+ 


7 . 


nú = 


e ' Ynt dt = — y 
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8 . 


roo = 


} 2mz 


- 1 


10.11 Ecuaciones diferenciales 

(b f~ ] e~‘ dt 


donde C es el contorno de la figura 10-5. Ésta es una prolongación analítica, al semiplano izquierdo, de la 
función gamma definida en (10.4). 


Plano t 



9. Otra integral de contorno con el contorno C [figura 10-5] está dada por 


É(z) = 


2 sen 7 tz 


1 


o {—tf e dt = - o (— t) z e dt 

2-777 


10.10 La función beta 

Si Re {/77} > 0, Re ¡ n ¡ > 0, la función beta se define como 


B(m, n) = 


r _'(l _ f )„_, dt 


n -1 


( 10 . 8 ) 


B(m, n ) = 


(10.9) 


Como se ve en el problema 10.18, la función beta se relaciona con la función gamma de acuerdo con la fórmula 

Y{m)Y{n) 
r (m + n) 

Hay varias integrales que se expresan en términos de la función beta y, por tanto, en términos de la función 
gamma. Dos fórmulas interesantes son 

77-/2 


sen 2m 1 0 cos Zw 1 6 dO — -B(m , n) = 




1 


0 

o 

r tp~ l 


Y{m)Y(ri) 
2É (m + n) 


77 


0 


dt = B(p , 1 -p) = Y(p)Y(l -p) = 

1 +1 sen/777 


( 10 . 10 ) 


( 10 . 11 ) 


la primera es válida para Re{m} > 0 y Re{«¡ > 0, y la segunda, para 0 < Re{/7] < 1. 

Para el caso de que Re{m} < 0 y Re{n¡ < 0, la definición (10.8) se extiende mediante prolongación analítica. 


10.11 Ecuaciones diferenciales 

Suponga la ecuación lineal diferencial 

Y" + p(z)Y' + q(z)Y = 0 (10.12) 

Si p(z) y q(z) son analíticas en un punto a, entonces a se llama pimío ordinario de la ecuación diferencial. Los puntos 
en los que p(z) o q(z) o ambas no son analíticas se llaman puntos singulares de la ecuación diferencial. 

EJEMPLO 10.1 Para Y" + zY' + ( z 2 — 4 )Y = 0, todo punto es un punto ordinario. 
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EJEMPLO 10.2 Para (1 - z 2 )Y" - 2zY' + 6Y = 0 o Y" - {2z/(l - z 2 )}Y' + {6/(1 - z 2 )}Y = 0, se observa que 
Z = +1 son puntos singulares; todos los demás puntos son puntos ordinarios. 

Sea z = a un punto singular, pero (z — a)p(z) y (z — a) 2 q(z) son analíticas en z = a. Así, z = a se llama punto 
singular regular. Si z = a no es un punto ordinario ni singular regular, entonces es un punto singular irregular. 

EJEMPLO 10.3 En el ejemplo 10.2, z = 1 es un punto singular regular porque 


(z - 1) 


2z 


2z 
z + 1 


y 


(2 - l ) 2 



6 — 6z 
z+ 1 


son analíticas en z = 1. De manera similar, z = — 1 es un punto singular regular. 
EJEMPLO 10.4 z’Y" + (1 — z)T' — 2Y = 0 tiene a z = 0 como punto singular. Además, 



no son analíticas en z = 0, de manera que z = 0 es un punto singular irregular. 

Si Ei(z) y Yniz.) son dos soluciones de (10.12) que no sean múltiplos constantes una de otra, estas soluciones se lla¬ 
man linealmente independientes. En tal caso, si A y B son constantes cualesquiera, la solución general de (10.12) es 

Y = AY l +BY 2 (10.13) 

Los teoremas siguientes son fundamentales. 

TEOREMA 10.1. Sea z = a un punto ordinario de (10.12). Así, existen dos soluciones linealmente independientes 
de (10.12) de la forma 

OO 

J2^k(z~a) k (10.14) 

k =0 

donde las constantes a k se determinan mediante sustitución en (10.12). Al hacer esto puede ser 
necesario desarrollar p(z) y c/(z) en potencias de (z — a). En la práctica, es deseable sustituir 
(z — a) por una nueva variable. 

Las soluciones (10.14) convergen en un círculo con centro en a, que se extiende hasta la singularidad más cercana 
de la ecuación diferencial. 

EJEMPLO 10.5 La ecuación (1 — ^)Y" — 2zY' + 6F = 0 [véase el ejemplo 10.2] tiene una solución de la forma 
a k z k que converge en el interior de la circunferencia |z| = 1. 

TEOREMA 10.2. Suponga que z = a es un punto singular regular. Así, existe al menos una solución de la forma 

OO 

(z - df ^ a k (z - a) k (10.15) 

k =o 

donde c es una constante. Al sustituir en (10.12) e igualar a cero la potencia más baja de (z — a) 
se obtiene una ecuación cuadrática para c (llamada ecuación característica). Si a las soluciones 
de esta ecuación cuadrática las llamamos C\ y c 2 , se tienen las situaciones siguientes. 

1. C\ — c 2 7 ^ un entero. En este caso, hay dos soluciones linealmente independientes de la 
forma (10.15). 
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10.13 Funciones de Bessel 

2. Cj = c 2 . Aquí, una solución es de la forma (10.15) y la otra solución linealmente indepen¬ 
diente es de la forma 

00 

ln(z — a) b k (z - a) k+c (10.16) 

k =0 

3. Ci — c 2 = un entero ¥= 0. En ese caso, existe ya sea una solución de la forma (10.15) o 
dos soluciones linealmente independientes que tienen esta forma. Si sólo se halla una 
solución de la forma (10.15), la otra solución linealmente independiente es de la forma 
(10.16). 

Todas las soluciones obtenidas convergen en un círculo con centro en a , que se extiende hasta la singularidad más 
cercana de la ecuación diferencial. 


10.12 Solución de ecuaciones diferenciales mediante 

INTEGRALES DE CONTORNO 

Con frecuencia es deseable buscar una solución de una ecuación diferencial de la forma 


Y(z) = o K(z, t)G(t)dt 


(10.17) 


donde K(z, t ) se conoce como el núcleo. Una posibilidad útil se presenta cuando K(z, i) = e zt , en cuyo caso 

Y(z) = o e zl G(t)dt (10.18) 

c 

Tales soluciones pueden presentarse cuando los coeficientes de la ecuación diferencial son funciones racionales 
(véanse los problemas 10.25 y 10.26). 


10.13 Funciones de Bessel 

La ecuación diferencial de Bessel de orden n está dada por 

Z 2 Y" + zY' + (z 2 - n 2 )Y = 0 (10.19) 

Una solución de esta ecuación cuando n > 0 es 

z n I z 2 z 4 ] 0 

Jn ® = 2 'T(n + 1) 1 1 ~ 2(2 n + 2) + 2 ■ 4(2n + 2)(2 n + 4) J (1 °' 20) 


que se conoce como función de Bessel del primer tipo de orden n. 

Si n no es un entero, la solución general de (10.18) es 

Y = AJ„(z) + BJ^ n (z) (10.21) 


donde Ay B son constantes arbitrarias. Pero si n es un entero, entonces J „(z) = (— 1 )"J„(z) y (10.20) no proporciona 
la solución general. En este caso, la solución general se halla como en los problemas 10.182 y 10.183. 

Las funciones de Bessel tienen muchas propiedades interesantes e importantes, entre las que se encuentran las 
siguientes. 


1 . 


^(í-l/0/2 _ 


J n(z)f 

n=—oo 


El lado izquierdo suele conocerse como función generatriz de las funciones de Bessel del primer tipo para 
valores enteros de n. 
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2 . 


zJn- l(z) - 2 nJ„(z) + zJn+\(z) = 0 


3. 


Esta fórmula se conoce como fórmula de recursión para las funciones de Bessel [véase el problema 
10.27], 

^ {¿'UZ)} = zV„_i(z), {.Z~ n Jn(Z )} = -Z~ n J n +l(z) 

dz dz 


4. 


J,ÁZ ) = - 

77 


eos (nf> — z sen fi) d<f, n — entero 


5. 


J,Áz ) = 


1 


77 


eos (n4> — z sen </>) <í</> — 


sen n 77 


77 


-n<f)—z senh 


^d<f 


6 . 


,, , A j n A At z{aJ n (bz)J' n (az) - bJ n (az)J' n (bz)} 

tJ n ( at)J„ (bt)dt =- , ,-.---, a f b 

b~ — a z 


7. 


tJ (, at)J ( bt) dt - azJ >A b ^ J n-i(az ) ~ fe/„(az)./ n -i(fe) a b 

b 2 — a 2 


t{J n (at)Y dt = 2 [{Jn(az)} - J n -\(az)J n +\{az)] 


9. 


J„(z) = - o r n- V 1/2Mí-1/í) dt, n = 0, ±1, ±2,... 

2 7 TÍ 


donde C es una curva simple cerrada que encierra a t = 0. 

i 


10 . 


J,Az) = 



1 ■ 3 ■ 5 - - ■ ( 2 n - 1)77 


e' z, (l - r) n ~' /2 dt 


cos(z eos f>) sen 2 "</> df> 


Una segunda solución para la ecuación diferencial de Bessel, cuando n es un entero positivo, se conoce como 
función de Bessel del segundo tipo de orden n o función de Neumann, y está dada por 

2.1c—n 


v , , , , ,, 1 '-¡A(ri-k- 1)! (z 

y„(z) = j„(z)\nz~ 


»■ 


lyy (-1? ÍZ^ 2k+n 
' 2 t' 0 mn + k)\\2 


( 10 . 22 ) 


{G(k) + G(n + k)} 


donde G(k) = 1 + 5 + 5 + ■ ■ ■ + 1/A: y G(0) = 0. 
Si n = 0, se tiene 


z 2 z 4 


To(z) — Jq(z) ln z + — zzñzñ I 1 + ~ ) +; 


2 2 2 2 4 2 V 2/ 2 2 4 2 6 2 V 2 3 




(10.23) 
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10.14 Funciones de Legendre 

En términos de estas ecuaciones, la solución general de (10.19), para n que es un entero positivo, se escribe 

Y = AJ n (z) + BY n (z) (10.24) 


10.14 Funciones de Legendre 

La ecuación diferencial de Legendre de orden n está dada por 

(1 - z 2 )Y" - 2zY' + n(n + l)Y = 0 

La solución general de esta ecuación es 

v _ . . , n(H + !) 2 , «(« - 2)(n + 1 )(« + 3) 4 

í — 1-—- Z H 77- Z — ’ 


2 ! 


4! 


n , (n ~ l)(n + 2) 3 (n — 1 )(„ - 3)(n + 2)(« + 4) 5 
B\z --z H- 77 -z - 


3! 


5! 


(10.25) 


(10.26) 


Si n no es entero, estas soluciones en forma de serie convergen para |z| < 1. Si n es cero o un entero positivo, se obtie¬ 
nen soluciones polinómicas de grado n. Estas soluciones polinómicas se conocen como polinomios de Legendre y se 
denotan P„(z), n = 0, 1, 2, 3,.... Al elegir estos polinomios de manera que P„( I) = 1, se encuentra que se expresan 
mediante la fórmula de Rodrigues 

p - w = ¿£ (z2 - 1) " l10 - 27 » 

de donde P 0 (z) = 1, Li(z) = z, P 2 (z) = j(3z 2 - 1), L 3 (z) = i(5z 3 - 3z), etcétera. 

Las siguientes son algunas propiedades de los polinomios de Legendre. 


1 . 


1 00 

=== = Y2 p »w' 

2 zt + t 2 


v 7 1 - 2 zt +i , !=0 
Esta igualdad se conoce como función generatriz para los polinomios de Legendre. 


2. P„(z) = 


(2/r)! 

2"(«!) 2 


n n(n - 1) „_ 2 n(n - 1)(« - 2)(« - 3) 4 

2 — TTTT;-7T Z +— 777:-7777- — 


2 ( 2 n - 1 ) 


2 ■ 4(2n - 1)(2« - 3) 


3. 


4. 


P„(z) = 7 —o 

2 TU 


' (t 2 - l) n 


2 n (t - z ) n+1 


dt 


donde C es cualquier curva cerrada que encierre al polo t = z. 


0 


P„Az)Pn(Z ) dz = 


2 n + 1 


si m # n 
si m = n 


[Véanse los problemas 10.30 y 10.31.] 


5. 


Pn(Z,) = - 
77 


[z + s/z 2 — 1 eos f>] n dcf> 


[Véase el problema 6.34.] 

6 . (n + l)L„ + i(z) - ( 2 n + l)zL„(z) + hL„_i(z) = 0 

Esta ecuación se conoce como fórmula de recursión para los polinomios de Legendre [véase el problema 
10.32], 
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7. (2 n + 1 )P n (z) = P' n+l (z ) - K-Áz) 

Si n es cero o un entero positivo, la solución general para la ecuación de Legendre se escribe como 

Y = AP n (z) + BQ n {z.) (10.28) 

donde Q n (z) es una serie infinita convergente para |z| < 1 que se obtiene de (10.26). Si n no es un entero positivo, 
existen dos soluciones en forma de serie infinitas que se obtienen de (10.26) convergentes para |z| < 1. Estas solu¬ 
ciones de la ecuación de Legendre se conocen como funciones de Legendre, y tienen propiedades análogas a las de 
los polinomios de Legendre. 


10.15 Función hipergeométrica 

La función definida por 


F(a, b\ c; z) = 

se conoce como función hipergeométrica y es 
geométrica 


a b a{a+l)b(b+l) , 

1 + -ZÚ--——-7-7—4 + 

l e 1 ■ 2 • c(c + 1 ) 


(10.29) 


una solución de la ecuación diferencial de Gauss o ecuación hiper- 


Z(1 - z)Y" + {c-(a + b+ 1 )z}Y' — abY = 0 (10.30) 

La serie en (10.29) es absolutamente convergente para |z| < 1 y divergente para |z| > 1. Para z = 1, la serie converge 
absolutamente si Re{c - a — b] > 0. 

Suponga que |z| < 1 y que Re{c} > Re{Z?} > 0. Así, se tiene 

i 

* 

í fe_1 (l - tf- b -\ 1 - tzf a dt (10.31) 

0 

analítica. 

10.6 La función zeta 

Ya función zeta, muy estudiada por Riemann en relación con la teoría de los números, se define para Re{z} > 1 
mediante 

111 °° 1 

Esta función se extiende mediante prolongación analítica a otros valores de z. La definición extendida de é(z) tiene 
la interesante propiedad de que 

£(1 —z)m 2 1 z tt~T(z)cos(ttz/2)^(z) (10.33) 


F{a, b\ c\ z) = 


T(c) 


r(i>)r(c — b) 


Para |z| > 1, la función se define mediante prolongación 
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10.17 Series asintóticas 


Otras propiedades interesantes son las siguientes. 


1 . 

2 . 

3. 


^ r(z) 


t 


e' + 1 


dt 


Re{e} > 0 


La única singularidad de £(z) es un polo simple en z = I con residuo 1. 
Si B h k= 1, 2, 3,..., es el coeficiente de z 2k en el desarrollo 


1 

2 



1 


y -B k z 2k 

h w- 


por ende 


m) = 


2 2k -W k B k 
(2 *)! 


k= 1,2,3,... 


Así se tiene, por ejemplo, B l = 1/6, B 2 = 1/30,..., de donde £(2) = tt 2 /6, £(4) = 7t 4 /90, ... Los núme¬ 
ros B k se conocen como números de Bernoulli. En el problema 6.163, página 203, hay otra definición de 
los números de Bernoulli. 



donde el producto es un producto sobre todos los primos positivos p. 

La conjetura de Riemann, que afirma que todos los ceros de ¿'(z ) se encuentran en la recta Re{z} = 1, aún no se 
comprueba ni refuta. Sin embargo, Hardy demostró que sobre esta recta hay una cantidad infinita de ceros. 


10.17 Series asintóticas 

Una serie 


00 



se dice que es una serie asintótica para una función F(z) si, para todo entero positivo M dado, 


lím z M 


F(z ) - 


M 


E 

n =0 



= o 


(10.34) 


(10.35) 


En este caso se escribe 


F <*)~Eí < 10 - 36 ) 

n=0 4 

Las series asintóticas y las fórmulas en que aparecen son muy útiles en la evaluación de funciones en valores 
grandes de la variable, lo cual de otra manera puede ser difícil. En la práctica, una serie asintótica puede divergir. 
Pero, al tomar la suma de los términos sucesivos de la serie hasta antes de que los términos empiecen a crecer, puede 
obtenerse una buena aproximación a F(z). 

Con series asintóticas pueden realizarse varias operaciones. Así, por ejemplo, las series asintóticas pueden sumarse, 
multiplicarse o integrarse término a término para obtener otra serie asintótica. La diferenciación, sin embargo, no 
siempre es posible. Para un rango dado de valores de z, una serie asintótica, si existe, es única. 
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10.18 Método del punto silla 

Sea I{z) expresable en la forma 


I(Z) = 


e zF(t) dt 
c 


(10.37) 


donde C es una trayectoria en el plano t. Como F{t) es compleja, se considera que z es real. 

El método del punto silla sirve para hallar una fórmula asintótica para (10.37) válida para z grande. Este método, 
cuando es aplicable, consta de los pasos siguientes. 

1. Determinar los puntos en los que F\t) = 0. Estos puntos se conocen como puntos silla, razón por la que 
el método se conoce como método del punto silla. 

Se supondrá que sólo hay un punto silla, digamos t 0 . Si hay más de un punto silla, el método se extiende. 

2. Si se supone que F(t) es analítica en una vecindad de t (h se obtiene el desarrollo en serie de Taylor 


F(t) = F(t 0 ) + 


F"(to)it - t 0 ) 2 

21 


+ ■ ■ ■ — F(íq) — u~ 


(10.38) 


Ahora se deforma el contorno C de manera que pase por el punto silla f 0 y sea tal que la Re[ F(t) ¡ sea la 
más grande en t 0 mientras que Im { F(t) ¡ se considera igual a la constante Im { F(t 0 )} en la vecindad de t 0 . 
Con estos supuestos, la variable u, definida por (10.38), es real y se obtiene con un alto grado de aproxi¬ 
mación 


I(z) = e 


xF(f o) 


» z “ 2 ' — 1 dil 


dit 


donde, de (10.38), se hallan constantes b 0 , b\, ... tales que 

dt 2 

— = ¿>0 + b\U + ¿>2M" + ■ ■ ■ 
du 


(10.39) 


(10.40) 


3. En (10.39) se sustituye (10.40) y se realizan las integraciones para obtener la expansión asintótica bus¬ 
cada 


I(z) ~ 



bo 


\b 2 1 ■ 3 b 4 1 • 3 ■ 5 b 6 

j-±-i-i _|-2 + 

2 z 2 ■ 2 z 2 2-2-2 z 3 


(10.41) 


Para muchos propósitos prácticos, el primer término proporciona suficiente exactitud y se encuentra 


I{z) ~ 


— 277 

zF"(t 0 ) 


„zF(t 0 ) 


(10.42) 


Métodos similares al anterior se conocen también como método de Laplace y método de la fase estacionaria. 


10.19 Desarrollos asintóticos especiales 

1. La función gamma 


T(z + 


1) ~ \Í2zrzz~e z 


1 + + 
12 z 


1 

288? 


139 

51,840z 2 + "' 


(10.43) 


Esta fórmula suele conocerse como fórmula asin tótica de Stirling para la función gamma. Es válida para 
valores grandes de |z| tales que —tt < arg z< tt. 
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10.20 Funciones elípticas 


2 . 


Sea n real y grande. Así, se tiene 

T(n + 1 ) = \Í2mi n n e~"e 8/12n , donde 0 < 6 < 1 
En particular, si n es un entero positivo grande, se tiene 

n! ~ \¡2nm n n e~ n 

que se conoce como fórmula asintótica de Stirling para n\. 

Funciones de Bessel 


J,Az) ~ 



P(z) eos 



+ Q{z) sen( 


donde 


(10.44) 

(10.45) 


(10.46) 


P(Z) = 1 + ¿ 


k=l 


(-iy[4n ¿ - l-][4 n ¿ - 3 2 ]■ ■ ■ [4 rr - (4 k - 1)“] 
(2k)\2 6k z 2k 


QAz) = E 


— (-lf[4n 2 - l 2 ][4?r - 3 2 ] ■ ■ ■ [4 n ¿ - (4 k - 3) z ] 
(2k - l)\2 6k -h 2k ~ l 


(10.47) 


k= 1 


3. 


4. 


Esta fórmula es válida para valores grandes de |z| tales que — 7 r < arg z < tt. 

La función del error 


erf(z) = 


e r dt • 


1 + 


ze 


77 


X>D' 


t r{*-(i/2)j 


„2k 


k= 1 


(10.48) 


Esta fórmula es válida para valores grandes de |z| tales que —tt/2 < arg z < 7 t/2 . Para tt/ 2 < arg z < 
37 r/ 2 , esta fórmula es válida si en el lado derecho se sustituye z por —z. 

La integral exponencial 


Ei(z) = 


— dt ~ e z 


k =0 


(—l)*fc! 
z k+l 


Esta fórmula es válida para valores grandes de |z| tales que — 77 < arg z < 77 . 


(10.49) 


10.20 Funciones elípticas 


La integral 


Va -ñ(í -k 2 ñ 


(10.50) 


se conoce como integral elíptica del primer tipo. Esta integral existe si w es real y tal que |w| < 1. Mediante prolon¬ 
gación analítica, esta integral puede extienderse a otros valores de w. Si t = sen 6 y w = sen <fi, la integral (10.50) 
toma la forma equivalente 

<t> 

* 

z = 

o 


de 


Vi — k 2 sen 2 6 


(10.51) 


donde suele escribirse (b = am z. 

Suponga que k = 0, entonces (10.50) se convierte en z = sen -1 vv o, de manera equivalente, w = sen z. Por ana¬ 
logía, la integral en (10.50) para k 0 se denota sn (vv; k), o, simplemente, sn 1 w cuando k no cambia durante un 


www.FreeLibros.me 


















CAPITULO 10 Temas especiales 

determinado análisis. Así, 

z = sn^'w = 


dt 


V(1 -í 2 )(l -k 2 t 2 ) 


(10.52) 


Esto lleva a la función w = sn z, que se conoce como función elíptica o también función elíptica jacobiana. 
Por analogía con las funciones trigonométricas, es conveniente definir otras funciones elípticas 


cnz 


= y 1 — sn 2 z, dn z = yl — k 2 sn 2 z 


(10.53) 


Otra función común es tn z = (sn z)/(en z). A continuación se presentan varias propiedades de estas funciones. 

1. sn(0) = 0, cn(0) = 1, dn(0) = 1, sn(—z) = — snz, cn(— z) = cnz, dn(—z) = dnz 

2. (d/dz) snz = cnzdnz, (d/dz)cnz = -snzdnz, (d/dz)daz = — k 2 snzcnz 

3. snz = sen(amz), enz = cos(amz) 


4 

sn(z! + z 2 ) = 

sn zi en z 2 dn z 2 + en zi dn zi sn zi 

(10.54) 


1 — k 2 sn 2 zi sn 2 zi 


cn(zi + z 2 ) = 

en zi en Z 2 - sn z\ sn z 2 dn zi dn Z 2 

(10.55) 


1 — k 2 sn 2 zi sn 2 zi 


dn(zi + zi) = 

dn zi dn Z 2 - k 2 sn zi sn z 2 en zi en z 2 

(10.56) 


1 — k 2 sn 2 zi sn 2 z 2 


5. 


Estas fórmulas se conocen como fórmulas de adición para las funciones elípticas. 

Las funciones elípticas tienen dos periodos, por lo que se se les suele llamar funciones doblemente perió¬ 
dicas. Sean 


dt 

TO - í 2 )( 1 - k 2 t 2 ) 


7t/2 

de 


■ Vi — k 2 sen 2 6 
o 


K' = 


dt 

7(1 - í 2 )(l - k' 2 t 2 ) 


tt/2 

de 


J Tí — &' 2 sen 2 0 
o 


(10.57) 


(10.58) 


donde k y k!, que se conocen como módulo y módulo complementario, respectivamente, son tales que 
k! = Vi- k 2 . Entonces los periodos de sn z son 4 K y 2iK', los periodos de es z son 4 K y 2 K + 2iK', y los 
periodos de dn z son 2 K y 4iK'. Se sigue que en el plano complejo existe un conjunto de paralelogramos 
[que se suelen llamar paralelogramos periódicos ] en los cuales se repiten los valores de una función elíp¬ 
tica. Al menor de éstos se le conoce como celda unitaria, o sólo celda. 


Las ideas anteriores se extienden a otras funciones elípticas. Existen integrales elípticas del segundo y del tercer 
tipo definidas, respectivamente, por 


z 


1 - k 2 t 2 


\-t 2 


-dt = 



o 


o 


k 2 sen 2 9 d0 


(10.59) 


dt 

. (1 + nt 2 )7(1 - í 2 )(l - k 2 fi) 


<l> 

de 

. (1 + «sen 2 0)7 1 — k 1 sen 2 0 


(10.60) 
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Problemas resueltos 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Prolongación analítica 

10.1. Sea F(z) analítica en una región TZ y suponga que F(¿) = 0 en todos los puntos del arco PQ en el interior de 
7 Z [figura 10-6]. Demuestre que F(z.) = 0 en todo TZ. 

Solución 

En el arco PQ se elige un punto z 0 . Así, en algún círculo de convergencia C con centro en zo [círculo que se 
extiende al menos hasta la frontera de TZ, donde puede existir una singularidad], F(z) tiene un desarrollo en serie 
de Taylor 

F(z) = F(z 0 ) + F'(zo)(z - zo) + \F"{zo)(z - z 0 f + ■■■ 

Pero, por hipótesis, F(zo) = F'(zo) = F”(zo) = • ■ • = 0. Por tanto, F(z) = 0 en el interior de C. 

Al elegir otro arco en el interior de C se continúa con este proceso. De esta manera se muestra que F{z) = 0 en 
todo TZ. 




10.2. La identidad sen 2 z + eos 2 z = 1 es válida para los valores reales de z; demuestre que es válida para todos 
los valores complejos de z. 

Solución 

Sea F(z) = sen 2 z + eos 2 z - 1 y TZ una región del plano z que contenga una porción del eje x [figura 10-7]. 

Como sen z y eos z son analíticas en TZ, se sigue que F(z) es analítica en TZ. Además, F(z) = 0 sobre el eje x. 
Por tanto, de acuerdo con el problema 10.1, F(z) = 0 idénticamente en TZ, lo que muestra que sen 2 z + eos 2 z = 1 
para todo z en TZ. Como TZ es arbitraria, se obtiene el resultado buscado. 

Este método es útil para obtener, para valores complejos, muchos resultados válidos para valores reales. 

10.3. Sean Fi(z) y F 2 (z) analíticas en una región TZ [figura 10-8], y suponga que en el arco PQ en TZ, f j(z) = F 2 (z). 
Demuestre que F\(z) = F 2 (z) en TZ. 

Solución 

Se elige F(z) = Fi(z) — F 2 (z) y se obtiene, de acuerdo con el problema 10.1, el resultado deseado. 
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CAPÍTULO 10 Temas especiales 

10.4. Sea Fi(z) analítica en la región TZ\ [figura 10-9] y en la frontera JKLM. Suponga que es posible hallar una 
función F 2 (z) analítica en la región 7 Z 2 y en la frontera JKLM tal que T\(z) = F 2 (z) en JKLM. Demuestre que 
la función 

_ í Fi(z) para z en TZ X 
{ F 2 (z) para z en TZ 2 

es analítica en la región TZ, compuesta por TZ l y TZ 2 [lo que suele escribirse TZ = TZ¡ + TZ 2 ], 

Solución 

Método 1. Esto se deriva del problema 10.3, pues en TZ 2 sólo puede haber una función F 2 (z) que satisfaga las 
propiedades requeridas. 

Método 2. Con las fórmulas integrales de Cauchy. 

Construya la curva simple cerrada SLTKS (línea punteada en la figura 10-9) y sea a un punto en su interior. De 
acuerdo con la fórmula integral de Cauchy, se tiene (como Fi(z) es analítica sobre y en el interior de LTKL , y como 
F 2 (z) = F(z)enLTK) 


F 2 (a) 


1 

27 ri 


o 


F 2 (z) _J_ 

z — a " 27ri 


F (Z) , , 1 

- dz + — 

Z — a 2m 


F(z) 

Z — a 


dz 


LTKL 


LTK 


KL 


Además, de acuerdo con el teorema de Cauchy (como Fi(z)/(z — a) es analítica sobre y en el interior de KSLK, y 
como Fj(z) = F(z) en KSL), 


0 = 


2m 


F i(z) , 1 

- dz = -—: 

z — a 2 777 


F (Z) , ^ 1 

- dz + — 

Z — a 2m 


F(Z) 
Z — a 


dz 


KSLK 


KSL 


Se suma, al aprovechar que F(z) = F¡(z) = F 2 (z) en LK de manera que las integrales a lo largo de KL y LK se 
anulan, y como F(a) = F 2 (a), se tiene 


F(a) 


1 

27Tí 


o 


F(z) 

Z — a 


dz 


LTKSL 


De manera similar, se encuentra 


F <n) (a) = 


n\ ' F(z) 

2i tí , (z — a)" +l 
LTKSL 


dz 


por lo que F{z) es analítica en a. Pero como a puede ser cualquier punto en la región TZ, se modifica de manera 
adecuada el contorno punteado de la región TZ en la figura 10-9 y se sigue que F{z) es analítica en TZ. 

Método 3. Con el teorema de Morera. 

Consulte la figura 10-9 y se tiene 


() F(z) dz = 


F(z) dz + 


F(z) dz + 


F(z) dz + 


F(z) dz 


KSLTK 


KSL 


LK 


KL 


= o F\ (z) dz + o F 2 (z)dz = 0 

KSLK KLTK 


de acuerdo con el teorema de Cauchy. Por tanto, la integral a lo largo de cualquier trayectoria simple cerrada en TZ 
es cero y, por el teorema de Morera, F(z) debe ser analítica. 

La función F 2 (z) se llama prolongación analítica de Fi(z). 
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Problemas resueltos 


10.5. a) Demuestre que la función definida por Ej(z) = z — z 2 + z 3 — z 4 + ■ ■ ■ es analítica en la región |z| = 1 . b ) 
Encuentre una función que represente todas las posibles prolongaciones analíticas de F^z). 

Solución 

a) De acuerdo con el criterio del cociente, esta serie converge para |z| < 1. Por tanto, esta serie representa una 
función analítica en esta región. 

b) Para |z| < 1» la suma de esta serie es F 2 (z) = z/( 1 + z). Pero esta función es analítica en todos los puntos 
excepto z = —1. Como F 2 (z) = fj(z) en el interior de |z| = 1. ésta es la función buscada. 

10.6. a) Demuestre que la función definida por F¡ (z) = t'e~ z ‘ dt es analítica en todos los puntos z en los que 
Re{z} > 0. b) Encuentre una función que sea la prolongación analítica de F\{z) en el interior del semiplano 
izquierdo Re{z} < 0. 

Solución 


a) Se integra por partes para Re {-} > 0 y se tiene 

oo M 

t\~ z, dt 


f 3 e zt dt = lím 

M —^ oo 


0 


0 


= lím 

M —^ oo 


= lím 

M —>00 


(í 3 ) 


z 4 


e 

—z 


- (3r) 


(e-#' 

+(6í) U 

) -( 6 ) 

6 Me~ Mz 

6e~ Mz 


z 4 


6 

z 4 


b ) Para Re{z} > 0, la integral tiene el valor F 2 (z) = 6 /z 4 . Pero esta función es analítica en todos los puntos 
salvo z = 0. Como F 2 (z) = F\{z) para Re{z} > 0, se ve que F 2 (z) = 6 / z 4 debe ser la prolongación analítica 
buscada. 


Principio de reflexión de Schwarz 

10.7. Demuestre el principio de reflexión de Schwarz (véase la página 320). 

Solución 

Consulte la figura 10-4, página 320. Sobre el eje real [y = 0] se tiene Fi(z) = Fi(x) = F\(x) = F\(z). Así, de 
acuerdo con el problema 10.3, sólo es necesario demostrar que F¡ (z) = F 2 (z) es analítica en 1Z 2 . 

Sea Fi(z) = U\(x, y) + iV i(x, y). Como esta función es analítica en TZi [es decir, y > 0 ], de acuerdo con las 
ecuaciones de Cauchy-Riemann se tiene 


dU\ _ dV¡ dVi _ _dUi 
dx 3 y ’ dx dy 

donde las derivadas parciales son continuas. 

Ahora, fj(z) = F x (x — iy) = Ui(x, —y) + iV i(x, —y), y por ende F\(z) = U\(x, —y) — iVi(x, —y). Para que esta 
función sea analítica en TZ 2 , debe tenerse, para y > 0, 

BUi _ 9(-Vi) 9(-Vi) _ BU\ 

dx d(—y) ’ dx d(—y) 
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CAPÍTULO 10 Temas especiales 


Pero estas ecuaciones son equivalentes a las ecuaciones en (1), porque 

d(-V l )_8V l 9(—Vi) _ _ dVi dUi 

d(—y) dv dx dx ^ 9(—y) 

De donde se sigue el resultado buscado. 


dU i 
dy 


Productos infinitos 


10.8. Demuestre que una condición necesaria y suficiente para que ]~[*Li (1 + Iw* |) converja es que '¿T | w k \ 
converja. 

Solución 

Suficiencia. Si x > 0, entonces 1 + x < e*, de manera que 

n 

P„ = ["[(i + \w k \) = (1 + |wi|)(l + |w 2 |)• • • (1 + |w„|) < e M e lW2¡ ■ ■ ■ e KI = e M+M+ " +M 

k= 1 


Si Y^=\\ w k\ converge, P n es una sucesión monótonamente creciente acotada y, por tanto, tiene un límite, es 
decir, ]~[“ =I (1 + |w*|), converge. 

Necesidad. Si S n = Yl'k=] \ w k\, se tiene 

Pn = (1 + IWl |)( 1 + |1) ' ' ' (1 + |w„|) > 1 + |Wl I + |W*21 + ' ' ' + \w n ¡ = 1 + S n > 1 

Si lím,,^ P„ existe, es decir, si el producto infinito converge, S,¡ es una sucesión monótonamente creciente acotada 

y, por tanto, tiene un límite, es decir, l^ = i|w / t| converge. 

oo / _2 

10.9. Demuestre que ]~[ ( 1-- 

k=l\ k 

Solución 

Sea w k = — (z 2 /^ 2 ). Así, |w^l = |; 2 |/^y |w*| = \z\ 2 Yl 1 /k 2 converge. Por tanto, de acuerdo con el problema 

10.8, el producto infinito es absolutamente convergente, por lo que es convergente. 


^ converge. 


10 . 10 . Demuestre que senz = z 


1 




Solución 

De acuerdo con el problema 7.35, página 233, se tiene 


00 


=*n 

k— 1 



1\ /sen t 

cot t — -\dt = \n\ — 


2 / sen ¿ 

= ln — 

o V z 


2 1 


21 


(2 — tt -2 (2 _ 477.2 


+ • • • \dt 


k= 1 


=E in ( i -¿7)= in n( i - 


k 2 i 


Por tanto, sen z = 


=n> 
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Problemas resueltos 


La función gamma 


10.11. Con la definición 10.4, página 321, demuestre que T(z + 1) = zF(z). 

Solución 

Se integra por partes, si Re{z} > 0, y se tiene 


0 

o A 

í 


M ¿1 

4 

r(z+ 1 ) = 

r z e~‘dt = lím 

M—> OO 

t z e~ t dt = lím 

M —>00 


- 

(z^ _1 )(— e~ l )dt 


0 


o 

. 


= z 


f x e ' dt = zT(z) 


10.12. Demuestre que T(m) = 2 


x 2m 1 e X dx, m > 0. 


o 


Solución 

Si t = x ¿ , se tiene 


T(m) = 


1 dt = 


(x 2 ) 1 


m ~ l e~^2x dx = 2 


x 2m ~ l edx 


Este resultado también es válido si Re{/«} > 0. 


10.13. Demuestre que T(z)r(l — z) — -. 

sen ttz 

Solución 

Primero se demuestra esta igualdad para valores reales de z tales que 0 < z < 1. Mediante prolongación analítica, 
la igualdad se extiende a otros valores de z. 

De acuerdo con el problema 10.12, para 0 < m < 1 se tiene 



OO 

( OO 

r(íw)F(l —m) = 

2 

x 2m l e x dx 

2 

y i-2 m e-f d y 


. 0 

l o 


= 4 


x 2 "'- 1 / 


-2m -(P+y : 


'dxdy 


En términos de coordenadas polares ( r , 9 ) con x = r eos 9, y = r sen 9, esto se convierte en 

77/2 OO 


(tan'~ 2m 9)(re~' 2 )drd9 = 2 


TT 


■77/2 

tan 1 ' 2 '" 9d9 = 
o sen mir 


con el problema 7.20, página 223, con x = tan" 0 y p = 1 - m. 
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10.14. Demuestre que l’(j) = 2 J 0 °° e ir du = J~tt. 

Solución 

De acuerdo con el problema 10.12, con m = j se tiene 


r® = 2 


e x dx 


De acuerdo con el problema 10.13, con z = ^ se tiene 


í r (l )} 2 = 77 ° r(i) = v ^ 


porque T(|) > 0. Por tanto, se llega al resultado buscado. 
Otro método. Al igual que en el problema 10.13, 


í r (l )} 2 = 


e ' dx 


= 4 


o 

■v/2 

0=0 


e dy 


= 4 


o-tf+y 2 ) 


dxdy 


e 1 r dr dO = tt 


de donde T (í) = s/tt. 

10.15. Mediante la prolongación analítica, muestre que r(—j) = —2^/tt. 

Solución 

Si Re{z} >0, I (j) se define mediante la ecuación (10.4), página 321, pero para Re{z} < 0 no puede emplearse 
esta definición. Sin embargo, con la fórmula de recursión T(z + 1) = zT(z), válida para Re{z} > 0, sí se extiende 
la definición para Re{z} < 0, es decir, proporciona una prolongación analítica para el semiplano izquierdo. 

Se sustituye z = — \ en F(z + 1) = zr(z) y se encuentra T(i) = — ^T(— |) o T(—i) = —2^/tt, con el pro¬ 
blema 10.14. 


10.16. a) 


Demuestre que T(z) = 


r (z + n + 1) 

ziz + l)(z + 2) • • • (z + tí) 


b ) Con el inciso a) muestre que T(z) es una función analítica, salvo por los polos simples en el semiplano 
izquierdo en z = 0, — 1, —2, —3, .... 

Solución 

a) Se tiene T(z + 1) = zr(z), T(z + 2) = (z + l)r(z + 1) = (z + l)zr(z), T(z + 3) = (z + 2)T(z + 2) = (z + 2) 
(z + l)zr(z) y, en general, T(z + n + 1) = (z + n)(z + n — 1) ■ • ■ (z + 2)(z + l)zr(z), de donde se obtiene el 
resultado buscado. 

tí) Se sabe que T(z) es analítica para Re{z} > 0, de acuerdo con la definición (10.4), página 321. Además, de 
acuerdo con el resultado del inciso a), es claro que T(z) está definida y es analítica para Re{z} > — n salvo 
por los polos simples en z = 0, —1, —2, ..., — n. Como así sucede con todo entero positivo n, se obtiene el 
resultado buscado. 
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10 . 17 . Con el teorema de factorización de Weierstrass para productos infinitos [ecuación (10.2), página 321] obtenga 
el producto infinito para la función gamma [propiedad 2, página 327], 

Solución 

Sea f(z) = 1/T(z + 1). Así,/(z) es analítica en todas partes y tiene ceros simples en z = —1, —2, —3, .... De 
acuerdo con el teorema de factorización de Weierstrass se encuentra 


r(z+i) 


. - jmz 


n 


i+l 

k 


-z/k 


Para determinar/'(O), sea z = 1. Así, como T(2) = 1, se tiene 


-"■ÜH 


l/k _ e f'( 0 ) 


lím ] 


l+ zK' l ‘ 


Se toman logaritmos y se ve que 


/(O) = lím 

M—*oo 


= lím 

M->0O 


111 1 , 

- H-1-1-1-ln 

12 3 M 


1 1 1 

H-1-1-1-ln M 

2 3 M 


i+ 0 K 


= y 


1 + ¿ 


donde y es la constante de Euler. Por tanto, el resultado buscado se obtiene al observar que T(z + 1) = zIXz). 


La función beta 


10 . 18 . Demuestre que B(m, n ) = B(n, ni). 

Solución 


Con t = 1 - u. 


B(m, n) = 


r-’(i -tf-'dt 


1 

(1 — ú) m ~ l u n ~ l du = B(n, m) 
o 


10 . 19 . Demuestre que B(m , n ) 


= 2 


sen 


Solución 

Sea t = sen 2 6. Entonces, 


77/2 


B(m, n) = 


f'-\l -t) n ~ 1 dt = 


(sen 2 d) m ^cos 2 6)" *2 sen 6 eos 0 dO 


77/2 


77¡2 


= 2 


sen 2 '"^ 1 6 eos 2 " -1 6 dO = 2 


cos 2m_1 6 ser? n ~ l 6 dd 


de acuerdo con el problema 10.18. 
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10 . 20 . Demuestre que B(m, n) = 

Solución 


- t) n ~' dt = 


n— 1 


T(m)T(n) 
T(m + n) 


De acuerdo con el problema 10.12, al transformar a coordenadas polares se tiene 


F(;n)r(«) = 


2 

o 

77/2 




y 2n ~ l e~ yl dy 


= 4 


* 2m -iy 2n -i e -(x 2 +y z '> dxdy 


= 4 


(eos 2 '"- 1 e sen 2 "- 1 e)(r 2m+2n ~ x e^) drdd 


=0 r =0 

77/2 


eos 2 '" -1 0 sen 2 " -1 6 d0 


2(m+n)—\ —r 


e~' dr 


= B{m, n)T{m + n) 


donde se emplearon los problemas 10.19 y 10.12 con la sustitución de r por t y m + n por m. A partir de esto se 
llega al resultado buscado. 

2 77/2 


10 . 21 . Resuelva a) 


-y/ x(2 — x) dx y b) 


Vtan 0 dO. 


Solución 

a ) Con x = 2 1, la integral se convierte en 

v/4f(l - t)2dt = 4 


77/2 


= 4 

77/2 


í 1/2 (l - t)' /2 dt = 45(3/2, 3/2) 

r(3/2)T(3/2) _ 4(51/77)(5^/77) 
T(3) 2 


77 

2 




Vtan 8 dO = 


o 


sen l/2 0 eos 1/2 0 d6 = |) 

771/2 


= tr@r® = l ”■ 


2 sen(77/4) 


10 . 22 . Muestre que 


con los problemas 10.13, 10.19 y 10.20. 

^(16-^áy = g 1 /|{r(i)) 2 . 

0 


Solución 

Sea y 2 = 16í, es decir, y = 4f 1/í2 , <iy = 2í -1 ^ 2 dt. Así, la integral se convierte en 


1 1 
{8í 3/4 }{4(1 - 0 1/2 }{2r 1/2 dt} = 64 


= 64B& |) = 


t l '\l - t) 1 ' 2 dt 

64r (l)r(|) 64(i)r(i)(i)r(i) 


m) H r Q 

l 2 


128 V^ r(l) 128^77 {r(F) }" 64 ¡2 2 

21 r(0 21 r/AríA 9iv.n-l 1 Wj 


(«) 21V77 


al aprovechar que r(|;)r(|) = 77/[sen(77/4)] = 77^2 [problema 10.13]. 
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Problemas resueltos 


Ecuaciones diferenciales 


10 . 23 . Determine los puntos singulares de las ecuaciones diferenciales siguientes y especifique si son regulares o 
irregulares. 

1 (z 2 — ir\ 

a) z 2 Y" + zY'+ (z 2 - n 2 )Y = 0 o Y"+-Y' + 1 2 \Y = 0 

b) (z- 1) 4 F" + 2(z- l) 3 r + F = 0 o Y" + — Y’ +-— r F = 0 

z- 1 (z - 1 ) 

c) Z 2 {1 - Z)Y" + r - Y = 0 O Y" + -y— - -Y' ---7 = 0 

z ¿ (i - z) z ¿ (l — z) 

Solución 


a ) z = 0 es un punto singular. Como z(l/z) = 1 y z 2 {(z 2 — n 2 )/z 2 } = z 2 — n 2 son analíticas en z = 0, éste es un 
punto singular regular. 

b) En el punto singular z = 1, (z — l){2/(z — 1)} = 2 es analítica pero (z — l) 2 • {1 /(z — l) 4 } = {l/(z — l) 2 } 
no es analítica. Por tanto, z = 1 es un punto singular irregular. 

c) En el punto singular z = 0, 


1 

1 V - 2 

-1 

-1 

z 2 (l — z) 

z(l -z) 

Z 2 (l - z) 

1 - z 


no son analíticas. Por tanto, z = 0 es un punto singular irregular. 
En el punto singular z = 1, 


(z - 1) ■ 


1 


z 2 (l — z) 


-1 


(z - l) 2 


-1 


z 2 (l — z) 


z - 1 


son analíticas. Por tanto, z = 1 es un punto singular regular. 


10 . 24 . Encuentre la solución general de la ecuación diferencial de Bessel 


Z 2 Y" + ZY' + (Z 2 - n 2 )Y = 0 


donde n¥^ 0, +1, +2, .... 

Solución 

El punto z = 0 es un punto singular regular. Por tanto, existe una solución serie de la forma Y = YTkL-oo a k^ +c , 
donde a k = 0 para k = —1, —2, —3, .... Mediante diferenciación, al omitir los límites de la sumatoria, se tiene 

Y’ = (k + c)a k z k+c ~ l , Y" = y 7(k+ c)(k + c - 1 )a k z k+c ~ 2 


Así, 


Se suma. 


z 2 Y" = J^( k + c ^ k + c ~ D«*z* +C , zY' = J2 (k + c "> a ^ +C 
(z 2 - n 2 )Y = a k ^ +c+1 - n 2 a k 7 c+< = ^ a k - 2 Z k+c - ^ n 2 a k z k+l 

Z 2 Y" + zY’ + (z 2 - n~)Y = J2iK k + c f ~ + a k -2 }^ +c = 0 


de donde se obtiene 

[{k + c) 2 - n 2 ]a k + a k - 2 = 0 (1) 

Si k = 0, (c 2 - n 2 )a 0 = 0, y si a 0 0, se obtiene la ecuación característica c 2 - n 2 = 0, cuyas raíces son c = +n. 

Caso 1: c = n. 
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De (1), [( k: + n ) 2 — n 2 \a k + a k _ 2 = 0 o k(2n + k)a k + a k _ 2 = 0. 

Si k = 1, a x = 0. Si k = 2, a 2 = — {cio/2(2n + 2)}. Si k = 3, « 3 = 0. 

Si k = 4, a 4 = —{«2/4(2 n + 4)} = {a 0 /2 ■ 4(2 n + 2)(2 n + 4)}, etc. Entonces 

Y ~J2 akZ ~ a ° z | 1 “ 2(2 n + 2) + 2 ■ 4(2« + 2)(2 n + 4) } 

Caso 2: c = — n. 

El resultado obtenido es 


Y = a 0 z 


1 - 


2(2 - 2n) 2 ■ 4(2n + 2)(2w + 4) 


que se obtiene formalmente del caso 1 al sustituir n por -n. 
La solución general si n ¥= 0, +1, ±2, ... está dada por 


Y =Az n 


1 


■ + 


2(2 n + 2) 2 • 4(2n + 2)(2n + 4) 


+ Bz~ n 


1 - 


- + 


2(2 - 2 n) 2 ■ 4(2 - 2n)(4 - 2 n) 


( 3 ) 


(4) 


Si n = 0, +1, ±2,... sólo se obtiene una solución. En este caso, para hallar la solución general debe procederse 
como en los problemas 10.175 y 10.176. 

Como la singularidad más cercana a z = 0 está al infinito, las soluciones deben convergir para toda z. Esto se 
demuestra fácilmente mediante el criterio del cociente. 


Solución de ecuaciones diferenciales mediante integrales de contorno 


10.25 a) Dada la ecuación z.Y" + (2 n + \)Y' + zY = 0, obtenga una solución de la forma Y = <j> c e zt G(t) dt. 

b) Con Y = z’ U y al elegir la constante r de manera apropiada, obtenga una integral de contorno que sea 
solución de z 2 U" + zU' + (z 2 — n 2 )U — 0. 

Solución 


a) 


Si Y = ¡j> c e z 'G{t) dt, se tiene Y' = | c te z 'G(t) dt. Y" = | c t 2 e z, G(t) dt. Así, al integrar por partes, suponiendo 
que C se haya elegido de manera que los valores funcionales en los puntos inicial y final P sean iguales [y la 
parte integrada en cero], se tiene 


zY = o ze z, G(t) dt = e z 'G(t ) 


- () e zt G'(i) dt = - o e z, G\t) dt 


(2 n + 1)7' = o (2 n + 1 )te z 'G{t)dt 


Z Y" = cj) z.t 2 e z, G(t) dt = o (ze z, ){t 2 G(t)}dt 
c 


= eVG(f)} 


o e z, {t z G(t)}'dt = - o e z ‘{rG(t)}' dt 


Por tanto, 


zY" + (2 n + 1 )Y’ + zY = 0 = o e z '[-G'(t) + (2 n + l)fG(í) 


lt 2 G(t)}'] dt 


c 
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Esta ecuación se satisface si se elige G(t) de manera que el integrando sea cero, es decir. 


-G'(t) + (2n+\)tG(t)-{rG{t)}' = 0 o G'{t) = 


(2 n- l)f 
t 2 + 1 


G(t) 


Al resolver, G(t ) = A(t 2 + 1)" donde A es una constante. Por tanto, una solución es 

Y = A o e^it 2 + l)' !_(1/2) dt 
c 

b) Si Y = z r U, entonces Y' =z r U' + rz r ~ l U y Y" = z r U" + 2 rz r ~ l U' + r(r - l)z r ~ 2 U. Por tanto, 
zY" + (2 n + 1 )Y' + Z Y = z!' +l U" + 2rz'U' + r(r - l)^ -1 U 

+ (2/7 + 1 )z r U' + (2n + 1 )rz r ~ l U + z r+1 U 
= z r+1 U" + [2rz r + (2/7 + 1 )z r ]U’ 

+ [r(r - lfjT 1 + (2/7 + I)/-/” 1 + z r+l ]U 

La ecuación diferencial dada entonces equivale a 

z 2 U" + (2 /• + 2« + 1 )zU' + [z 2 + r 2 + 2 nr\U = 0 

Con r = —//, esto se convierte en z 2 U" + zU' + (z 2 — n 2 )U = 0. 

Por tanto, una solución mediante una integral de contorno es 

U = z' l Y = Az n () e z '(t 2 + 1)"“ 1/2 dt 
c 

10.26. Obtenga la solución general de Y" — 3Y' + 2Y = 0 mediante el método de integrales de contorno. 

Solución 

Sean Y = o e z ‘G(t)dt, Y' = o te zl G(t)dt, Y" = o t 2 e z, G(t)dt. Entonces 
c c c 

Y" - 3 y' + 2Y = c) e z, (t 2 -3 1 + 2)G(í) dt = 0 


se satisface si se elige G(t) = 1 /(í 2 — 3 1 + 2). Por tanto Y = <) 


t 2 - 3í + 2 


dt 


Si se elige C de manera que el polo simple t = 1 se encuentre en el interior de C y t = 2 esté en el exterior de C, 
la integral tiene el valor 2irie z . Si t = 2 está en el interior de C y t = 1 en el exterior de C, la integral tiene el valor 
2me 2z . 

La solución general está dada por Y = Ae z + Be lz . 

Funciones de Bessel 

10.27. Demuestre que zJ n - t(z) — 2 nJ n ( z ) + zJ n + i ( z ) = 0. 

Solución 

Al diferenciar respecto de t ambos lados de la identidad 

00 

¿\mfr-W = J2 J„(z)f 


se obtiene 




^1 + TT 


OO / . \ 00 

= ^2 -z (i +¿\jn (¿y = ^2 
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es decir, 


Y zJ„(z)t n + ¿ zJ„(z)t"- 2 = Y 2 


Al igualar los coeficientes de f en ambos lados se tiene 

zJ,i(z) + zJn+iiz) = 2 (n + l)J n+ i(z) 
y al sustituir n por - 1 se llega al resultado buscado. 

Como se empleó la función generatriz, el resultado anterior sólo se comprueba para valores enteros de n. Este 
resultado también es válido para valores no enteros de n [véase el problema 10.114]. 

10.28. Demuestre que J n (z ) = „ —. o t n l e (]/2l ‘ <> donde C es una curva simple cerrada que encierra a t = 0. 

2 777 

C 

Solución 

00 

Se tiene gdAizd-t/í) — ^ J m (z)t m 

m =—oo 

00 

de manera que í -' ! - | e ( 1 /2)*-i/<) = ^ y 

m =—oo 

oo 

() í -"-l e (l/2Mí-l/0 dt= Y ¿»(z) ( > dt 
m= -°o J 

Ahora, de acuerdo con los problemas 4.21 y 4.22, página 132, se tiene 


c) t 


l dt = 


2 tú si m = n 
0 si m ¥= n 


Por tanto, la serie en el lado derecho de (1) se reduce a 2ttíJ„{z), de donde se obtiene el resultado buscado. 
10 . 29 . Demuestre que si a b. 


tJ n (at)J n (bt) dt = 


z{aJ n (bz)J’ n {az) - bJ n (az)f n (bz)} 


b 2 — a 2 
o 

Solución 

Y i = J„(at) y Y 2 = satisfacen las respectivas ecuaciones diferenciales 

t 2 Y" + tY¡ + ( a 2 t 2 - n 2 )Y\ = 0 
f 2 K" + tY’ 2 + ( b 2 t 2 - n 2 )Y 2 = 0 

Se multiplica (1) por Y 2 , (2) por Y\ y se resta, para encontrar 

r(y 2 y" - y x y’{) + í(y 2 y¡ - y,y') = ( b 2 - a 2 jr 2 y,y 2 


( 1 ) 


(2) 


( 1 ) 

(2) 


Esto se escribe 


tj {y 2 y[ - y 1 y') + (y 2 y¡ - y, y') = ( b 2 - a 2 )tY x y 2 


-{í(y 2 y; - y,y')} = o b 2 - a 2 WxY 2 


Al integrar respecto de t desde 0 hasta z se obtiene 


( b 2 - a 2 ) tYi Y 2 dt = t(Y 2 Y[ - Y¡ y') 
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o, como a ¥= b, 


tJ n (at)J n (bt) dt = 


z{aJ,Abz)J' n (az ) - bJ n (az)J' n {bz)} 
b 1 — a 2 


Funciones de Legendre 


10 . 30 . Demuestre que P m (z)P n (z) dz = 0 si m n. 

J-l 

Solución 

Se tiene 

(1 - tV" - 2 zP' m + m(m + 1 )P m = 0 
(l-Z 2 )P';,-2zP' n +n(n + l)P„=0 

Al multiplicar (1) por P lr (2) por P m y restar, se obtiene 

(1 - Z 2 ){P„P"„ ~ PmK} - 2 z{P n P' m - P,„P' n } = {n(n + 1) - m(m + 1 )}P m P n 

que se escribe 

d - ¿)^{P n P' m - P m P’ n ) ~ 2 z{P n P' m - PmK} = {«(« + 1) - m (m + 1 )}P m P n 


( 1 ) 

(2) 


J_ { ( 1 - Z 2 ) (P n P' m - PmK)} = {«(« + 1) - m{m + 1 )}P m P n 


Se integra desde — 1 hasta 1 y se tiene 


{n(n + 1) — m(m + 1)} 


Pm(z)P n (z) dz = (1 - Z 2 )(P„K, - PmK) 


= o 


de donde se obtiene el resultado buscado, pues m ¥= n. 

Este resultado suele conocerse como principio de ortogonalidad para los polinomios de Legendre, y se dice que 
los polinomios de Legendre forman un conjunto ortogonal. 


10.31. Demuestre que 


P„Az)P„(z)dz = -—— 

_i + 1 


si m = n. 


Solución 

Se elevan al cuadrado ambos lados de la igualdad. 


I 00 

===Y J PniZ)f 


V1 — 2 zt + t 2 


y se obtiene 


1 00 00 

1-2 zt + f - = IZ IZ Pm ( z ) Pn ( Z .) t n 


m= 0 n= 0 

Al integrar desde —1 hasta 1, y con el problema 10.30, se encuentra 

■i 00 00 fi 

z ^ = £E P,n(z)P n (z)dz 


_i 1 — 2 zt + i 


m= 0 n =0 

rl 


-1 


= £ 


{Pn(z)}-dz 


. 2 n 


(i) 
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Pero el lado izquierdo es igual a 


" ^ ln(l - 2zt + í2) 




2n + 1 


( 2 ) 


con el problema 6.23c), página 185. Al igualar los coeficientes de t 2n en las series (1) y (2), se obtiene el resultado 
buscado. 

10.32. Demuestre que (n + I )P„ + i(z) — (2 n + I )zP n (z) + nP n . ,(z) = 0. 

Solución 

Al diferenciar respecto de t ambos lados de la identidad 

i 00 

—= = Tp„(z)f 

Vi — 2zt + t 2 j^ 0 


se tiene 


z -1 

(1 -2zt + t 2 ) 3/2 


nP„(¿y 

n =0 


Después se multiplica por 1 — 2zí + t 2 y se tiene 

00 00 

(z - t) PnU)f = (1 - 2ZÍ + Í 2 ) J2 nPnizy- 1 

n =0 n =0 

O 

00 00 00 00 00 

J^zPn(z)t n - J2 p n(z)t" +1 =J^nP n (z)t n -' - J2 2 nzPnizV + «P„(z)í" +1 

12=0 22=0 22=0 22=0 12=0 


Se igualan los coeficientes de t" en cada lado y se obtiene 

zP„{z ) - P„_i(z) = (n + l)P„+i(z) - 2 nzP„(z) + (n- l)P„_i(z) 
de donde, al simplificar, se obtiene el resultado buscado. 


Función hipergeométrica 

10 . 33 . Demuestre que F( 1/2, 1 /2;3/2;z 2 ) = 


Solución 

Como 


a ■ b 

F(a, b\c\z) = 1 + -- Z + 

1 • c 


a(a + 1 )b(b + 1) 2 
1 -2-c(c+ 1) Z 


+ ■■■ 


se tiene 


F(l/2, 1/2; 3/2; z 2 ) = 1 + 


(l/2)(l/2) _ 2 (l/2)(3/2)(l/2)(3/2) 4 

1 ■ (3/2) 2 1 • 2 ■ (3/2)(5/2) Z 


(l/2)(3/2)(5/2)(l/2)(3/2)(5/2) 6 
1 • 2 • 3 • (3/2)(5/2)(7/2) 4 

1 lz 2 1 • 3 z 4 1 ■ 3 • 5 x 6 _ sen -1 z 
+ 2T + 2^4y + 2-4-6T + '" z 


con el problema 6.89, página 197. 
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La función zeta 

10 . 34 . Demuestre que la función zeta £(z) = i 1 A z es analítica en la región del plano z en la que Re{:¡ > 1 
8, donde 8 es un número positivo fijo. 

Solución 

Cada término 1 /lt de la serie es una función analítica. Además, si x = Re{z} > 1 +5, entonces 

1 - 1 < 1 


1 


1 

k z 


e z\nk 


e xlnk k x ~ k l+s 

Como ^l/fc 1+s converge, según el criterio M de Weierstrass, se ve que 1A z converge uniformemente para 

Re!:} > 1 + S. Por tanto, de acuerdo con el teorema 6.21, página 172, £(z) es analítica en esta región. 


Expansiones asintóticas y el método del punto silla 

10 . 35 . a) Sea p > 0. Demuestre que 
F(z) = 


tP 


I zP Z p ~^~^ zP~^2 

+ (-1 y ,+1 p(p + 1) • • • (p + n) 

b) Con el inciso a) demuestre que 


1 P | P(P+ 1) _, l y P(P+ l)---(p + n- 1) 


7 p+n 


¡P+n +1 


dt 


F(z) — 


dt ~ e~ z \ —-——|- ^ + 1} 

t p I z p z p+l z p+1 


= S(z) 


es decir, que la serie del lado derecho es un desarrollo asintótico de la función del lado izquierdo. 

Solución 

a) Se integra por partes y se tiene 



o A 

* e ~t 

í 


M 

í 

Ip = 

— dt = lím 

tP M—>oo ' 

e~‘t~ p dt = lím 

M — y oo 

(- e -')(r0 

~ 

7 

f 

T 





z 



e~ z e~ M 

= lim <- 

M—>oo I jP MP 


M 

00 


e 

e~ z 

P 

i 

+ 

o, 

1 

\% 

II 


6 6 ^ 

—rrdt = - plp+i 

tP +1 z p p 


De manera similar, I p+l = ( e í /z p+1 ) — (p + l)/ ;)f2 , de manera que 


Ip = - p 

p z p 


Z C L/C 

-p^l~(P+ V > I P +2 = ~ ~Vp+\ + P(P + V > I P + 2 


Al continuar de esta manera se llega al resultado. 
b ) Sea 

S„(z) = e 


1 P | P(P+ 1) _^ x y P(.P+ l)---(p + n- 1) 


z p z p+l z p+2 


vP+n 
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Así, 

Rn(z) = F(z) - SJz) = (-1 ) n+l p(p + 1) • • • (p + n) 

Ahora, para - real, z > 0. 

\R,ÁZ)\ =p(p+ 1 )---(p + n) 


fP+n+l 


dt 


fP+n+l 


dt < p(p + 1) • ■ • (p + n) 


PÍP+ \)---{p + n) 


^p+n+l 


dt 


gp+n+X 


porque 


e 1 dt < 


e~'dt = 1 


Así, 

i' i »d / m ^ P(P+ 1 )---(p + n) 
lim |z íí„(z)| < hm-= 0 

Z^-oo Z—>oo 

y se sigue que lím-^ z"R n (z) = 0. Por tanto, se comprueba el resultado buscado para z real, z > 0. Este resultado 
se extiende también a valores complejos de z. 

Observe que, como 


Un+\ 


P(P+ !)• 

■■(p + n)/z p+n+l 

p + n 



P(P+ !)•• 

• (p + n — 1 )/z p+n 

Izl 


donde u n es el término n-ésimo de la serie, para toda z fija se tiene 

tt/i+i 


lím 

íi->00 


y la serie diverge para toda z, de acuerdo con el criterio del cociente. 

139 


10 . 36 . Muestre que T(z + 1 ) ~ \f ? 2/ñzz z e z | 


. + A + : 1 


12 z 288z 2 51 840z 3 

Solución 

Se tiene T(z + 1) = |„ r z e~ T dr. Con r = zt, esto se convierte en 


+ 


T(z + 1) = z 2 ' 


:+l 


Fe z 'dt = t 


:+l 


e z(ln, - f) í/r 


( 1 ) 


que es de la forma de (10.37), página 330, donde F(t) = ln t-t. 

F'(t) = 0 para t = 1. Con t = 1 + w, se encuentra, con el problema 6.23, página 185, o de otro modo la serie 
de Taylor, 


w 2 w 3 w 4 

F(t) = ln t — t = ln(l + w) — (1 + w) = ( w —— + —- —+•■■) — 1 — w 


_ _1 .--i. 


(í-1) 2 , (f-1) 3 (í-1) 4 
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Por tanto, de acuerdo con (1), 

r(z+l) = r+'<r z 






= r + e 

Con w = */2jzv, esto se convierte en 

T( Z + l) = V2r +1/ V z 


e -z^/ 2 e z^/ 3 -zw i / 4 +- dw 


-ti 2 (2/3)V2 z- 1/2 P-z-'o 4 +- 


dv 


(2) 


(3) 


~pP- 


Para valores grandes de z, el límite inferior se sustituye por —oo, y, al desarrollar el exponencial, se tiene 


r(z+l)~ V2t +1/2 e~ z 


e ” 2 {1 + 0V2z 1/2 v 3 — z 'u 4 ) H- }dv 


(4) 


T(z + 1) ~ V27 Tzte z 


1 +T U 1 


139 


12z 288z 2 51 840z 3 




Aunque arriba se procedió de manera formal, este análisis puede justificarse rigurosamente. 
Otro método. Dada 

™ , (r-1) 2 , (/ -1) 3 (í-1) 4 , , 2 

2 3 4 

Entonces 

2 (í-D 2 (í-D 3 , 

u =-----1- • • • 


(5) 


y, al invertir la serie o aprovechar que F { t ) = ln t -1, se encuentra 


dt 9 /r- \/2 o V2 4 

— = H~ b\u + H-= V2 H—— u —m +••• 

du o 216 


Así, de acuerdo con (10.41), página 330, se encuentra 


r(z+i)~ 

z 




o 


F(z + 1) ~ JlTTzre z 



1 

288z 2 + "' 


Observe que, como F "( 1) = —1, con la ecuación (10.42), página 330, se encuentra 

T(z + 1) ~ V2'77zz z e _z 

que es el primer término. Para muchos propósitos, este primer término proporciona suficiente exactitud. 
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Funciones elípticas 

d d 

10.37. Demuestre: a )—snz = cnzdnz y b) —cnz = — snzdnz. 
dz dz 


Solución 


Por definición, si z = 


dt 

J -v/(l - Í 2 )(l - k 2 t 2 ) 


entonces w = sn z. Por tanto. 


á) — (snz) = \ = /(l - w 2 )(l - k 2 w 2 ) = cnzdnz 

dz dz dz/dw 

b) ^-(cnz) = -^-(1 - sn 2 z) 1/2 = ^(1 - sn 2 z) _1/2 -^-(-sn 2 z) 
dz dz 2 dz 

= ^(1 — sn 2 z) _1/2 (—2snz)(cnzdnz) = —snzdnz 


10.38. Demuestre que a) sn(— z) = —snz, b) cn(—z) = cnz y c) dn(—z) = dnz. 

Solución 


a) Si z = 


dt 


7(1 - f 2 )(l - k 2 t 2 ) 


entonces w = sn z. Sea t = —r; así. 


z = — 


dr 


7(1 - r 2 )(l — k 2 r 2 ) 


o -z = 


dr 


7(1 — r 2 )(l — k 2 r 2 ) 


es decir, sn(—z) = —w = — sn z 

b) cn(—z) = 7l — sn 2 (—z) = Tí — sn 2 z = en z 

c) dn(—z) = 7l -jfc 2 sn 2 (—z) = 71 — k 2 sn 2 z = dnz 

10.39. Demuestre que a ) sn(z + 2 K) = —snz y tí) cn(z + 2 K) = —cnz. 

Solución 

í* de 


Se tiene z = 


o 7l - k 2 sen 2 6 


de manera que (f> = am z y sen <fi = sn z, eos <f> = en z. Ahora, 


77 <£+77 


de 

de 

-i- 

d6 

Vi -F sen 2 d 

Vi 

— fc 2 sen 2 e 

Vi — Id sen 2 e 


0 0 77 


= 2 


ir/ 2 

de 

. 71 — £ 2 sen 2 6 
o 


dtp 

. 7l — *2 sen 2 tp 


con la transformación 0 = ir + tp. Por tanto, (p + ir = am (z + 2íf). 
Por ende se tiene 

a) sn(z + 2K) = sen{am(z + 2K)} = sen(<(> + 77) = — sen cp = —an z 

b) cn(z + 2K) = cos{am(z + 2 K)} = eos (tp + 77) = — eos tp = —cnz 
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10.40. Demuestre que a) sn(z + 4 K ) — sn z, b) cn(z + AK ) — en z y c) dn(z + 2 K) = dn z. 

Solución 

De acuerdo con el problema 10.39, 

a) sn(z + 4 K) = —sn(z + 2 K) = sn z 

b ) cn(z + AK) = —cn(z + 2 K) = en z 

c) dn(z + 2 K) = y 1 — k 2 sn 2 (z + 2K) = 71 — k 2 sn 2 z = dn z 


Otro método. El integrando 1 / 7(1 — í 2 )( 1 — k 2 t 2 ) tiene puntos de ramificación en / = +1 y en / = +1 ¡k en el plano 
t [véase la figura 10-10]. Considere la integral de 0 a w a lo largo de dos trayectorias Cj y C 2 . C 2 puede deformarse 
en la trayectoria ABDEFGHJA + C h donde BDE y GHJ son círculos de radio e, y JAB y EFG, que se trazaron 
separadas para facilitar la explicación, en realidad coinciden con el eje x. 




Así, se tiene 


dt 

dx 

7(i - í 2 xi - ¿ 2 f 2 ) 

7( 1_x2 )(l ~k 2 x 2 ) J 


dt 


c 2 


dx 


-l+e 


-^/ (1 —x 2 )(l — k 2 x 2 ) 
dt 


dx 


-y^l — x 2 )(l — k 2 x 2 ) 
dx 


-7(1 - f 2 )(l - k 2 t 2 ) 7(1 - x 2 )(l - k 2 x 2 ) 

' -l+e 


dt 


y ( i -t 2 )(1 -k 2 t 2 ) 


= 4 


dx 


: + 


7(1 - JC 2 )(1 - k 2 x 2 ) 7(1 - f 2 )( 1 - k 2 t 2 ) 


dt 


dt 


7(l-f 2 )(l-Ff 2 ) -7(1 - í 2 )(l - k 2 t 2 ) 

\ GHJ 


dt 


donde se aprovechó que, al encerrar en un círculo un punto de ramificación, cambia el signo del radical. 
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En BDE y GHJ, se tiene t = 1 — ee' B y t = — 1 + ee ,e , respectivamente. Así, las integrales correspondientes 
son iguales a 


—iee' e d0 


V(2 - ee' e )(ee ie ){l - k 2 { 1 - ee iB ) 2 } 


iee' 6 d 6 


= —¿Ve 


= ¿Ve 


e ie/2 d6 


V (ee i6 )(2 - ee íe ){l - F(-l + ee iB ) 2 } V(2 - « ifl ){l - k 2 (-1 + ee /0 ) 2 ¡ 


V(2 - ee' e ){ 1 - ¿t 2 (l - ee' 9 ) 2 ) 
e'®/ 2 de 


Cuando e —> 0, estas integrales tienden a cero y se obtiene 


dt 

— 4 

dx 

V (1 — f2 )(l — k 2 t 2 ) 

V(1 -x 2 ){l-k 2 x 2 ) 


dt 


c 2 


Ahora, si se escribe 


z = 


dt 


entonces 


Z + 4K = 


y/(l - t 2 )(l - k 2 t 2 )’ 


dt 

V(1 -í 2 )(l -k 2 t 2 ) 


c. 


es decir, w = sn z 


es decir, w = sn(z + 4 k) 


y, como el valor de w es el mismo en ambos casos, sn(z + 4 K) = sn z. 

De manera similar se demuestran los demás resultados. 

10.41. Demuestre que a) sn (K + iK') — 1 / k, b) cn(K + iK') — ik'/k c ) dn(A' + iK') — 0. 

Solución 

a) Se tiene 


K' = 


dt 


o V(i - ña - k ;2 t 2 ) 


donde k! = vV —k 2 . 

Sea u = 1 /Vi — k r2 t 2 . Cuando t = 0, u = 1; cuando t — 1, u = l/k. Por tanto, a medida que t varía 
de 0 a 1, u varía de 1 a l/k. De acuerdo con el problema 2.43, página 69, con p = l/k, se sigue que 
Vi — ¿ 2 = —ik'u/y /1 — k a u 2 . 

Así, por sustitución, se tiene 


de donde 


i/k 


K' = -¿ 


7a 


du 

u 2 )( 1 — k 2 u 2 ) 


K + iK' 


1 l/k l/k 


du 

du 

V (1 - « 2 )(1 - k 2 u 2 ) 

V (1 — m 2 )(1 — k 2 u 2 ) 


du 

7(1 — m 2 )(1 — k 2 u 2 ) 


es decir, sn (K + iK') = 1 /k. 

b) De acuerdo con el inciso a), 

en (K + iK') = Vi - sn 2 (ÁT + iK') = Vi - l/k 2 = -¿Vi -k 2 /k = -ik'/k 


c) dn(^ + iK') = Vi — k 2 sn 2 (^ + iK') = 0, de acuerdo con el inciso a). 
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10.42. Demuestre que a) sn(2 K + 2iK') — 0, b) cn(2 K + 2iK') — 1, c) dn(2 K + 2 iK') — — 1. 

Solución 

De acuerdo con las fórmulas para la adición con Z\= Zz = K + iK', se tiene 


a) sn(2 K + 2 iK’) = 

b) cn(2 K + 2 iK') = 


= 0 


2 sn(£ + iK') en (K + iK’) dn (K + iK') 

1 - k 2 sn 4 (ÁT + iK') 

en 2 (K + iK') - sn 2 {K + iK') dn 2 (íf + iK') 
1 - k 2 sn 4 (K + iK') 


= 1 


c) 


dn(2 K + 2 iK') 


dn 2 (K + iK') - k 2 sn 2 {K + iK') en 2 (K + iK’) 
1 - k 2 sn 4 (Ai + iK') 


10.43. Demuestre que a) sn(z + 2 iK') = sn z, b) cn(z + 2 K + 2iK') = en z, c) dn(z + 4 iK') = dn z. 

Solución 

Con los problemas 10.39, 10.42, 10.170 y las fórmulas para la adición, se tiene 


a) sn(z + 2 iK') = sn(z -2K + 2K + 2iK') 

sn(z — 2 K) cn(2 K + 2 iK') dn(2A" + 2iK') + sn(2 K + 2 iK') cn(z — 2 K) dn(z — 2 K) 
1 - k 2 sn 2 (z - 2 K) sn 2 (2 K + 2iK’) 

= snz 


b) cn(z + 2K + 2 iK') 


en z cn(2 K + 2 iK') — sn z sn(2íf + 2 iK') dn z dn(2 K + 2 iK') 
1 - k 2 sn 2 zsn 2 (2K + 2iK’) 


c) dn(z + 4 iK') = dn(z - 4K + 4K + 4iK') 

dn(z - 4 K) dn(4 K + 4 iK') - k 1 sn(z - 4 K) sn(4 K + 4iK) cn(z - 4 K) cn(4 K + 4 iK') 
= 1 - k 2 sn 2 (z - 4K) sn 2 (4AT + 4/^') 


= dnz 


10.44. Trace celdas o paralelogramos periódicos para las funciones a) sn z, b) en z, c) dn z. 

Solución 

Los resultados se muestran en las figuras 10-12, 10-13 y 10-14, respectivamente. 
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CAPÍTULO 10 Temas especiales 

Problemas diversos 

10.45. Demuestre que P„(z) = F^—n, n + 1; 1; ^ n = 0, 1, 2, 3,... . 

Solución 

Los polinomios de Legendre P n (z) son de grado n y tienen el valor 1 para z~ 1. De manera similar, de acuerdo con 
la ecuación (10.29), página 328, se ve que 


n ,, , l ~¿\ , n(n+l) n(n — \)(n + l){n + 2) 2 

F( -n, n + 1; 1; —I = 1---(1 - z) H- — -(1 - z) + ■ 


es un polinomio de grado n con el valor 1 para z = 1. 

Si se muestra que P n y F satisfacen la misma ecuación diferencial se llega al resultado buscado. Para hacerlo, 
sea (1 — z)/2 = u, es decir, z = 1 — 2 u, en la ecuación de Legendre (10.25), página 327, para obtener 

drY dY 

u( 1 — u) , + (1 — 2u) — + n(n + 1 )Y = 0 
du ¿ du 

Pero ésta es la ecuación hipergeométrica (10.30), página 328, con a = —n, b = n + l,c = ly« = (l — z)/2. Por 
tanto, se demuestra el resultado. 


10.46. Demuestre que para m = 1, 2, 3, ... 


ri-W-W-V-rY^^ 

\jn) \m) \m J \ m 


(277)' 


( m — 1)/2 


m 


Solución 

Se tiene 


P = ri-W-Y-iYi-- 

\m) \mj \ m 


= r|i--)r(i- 2 )...r(' 

mi \ mi \m 


Después, al multiplicar estos productos término a término y con el problema 10.13, página 337, y el problema 
1.52, página 32, se encuentra 


P 2 = 


r|-)r(i-- 

mj \ m 


77 


77 


r|-Wi- 2 

mj \ m 

77 


n i--W- 

mj \m 


sen(7 r/m) sen(277/m) sen(m — 1)7 r/m 

77"‘- 1 77 /í, ~ 1 


(277)" 


sen( 77/777) sen(277 /m) ■ ■ ■ senpw — 1)77 /m m¡ 2 m_1 


oP = (277) <m X) F/^/m, como se buscaba. 

10.47. Demuestre que, para valores grandes positivos de z, 

T 

TTZ 


/ ¿ ( 7777 7T\ 


Solución 

De acuerdo con el problema 6.33, se tiene 


J,ÁZ) = - 

T 

1 


eos (nt — z sen t) dt = Re 

e~ in ‘e iz sen ‘dt 

77 


77 


0 

0 
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Problemas resueltos 


Sea F(t) = i sen t. Así, F'(t) = i eos t = 0, donde t = 77 / 2 . Si se tiene que t = 7r/2 + v, la integral entre corchetes 
se convierte en 


1 

77 


TT/2 


e ~in( tt/2+v) giz sen ( ir / 2 + u ) ^ _ ' 


-imr/2 


tt/2 


-imr/2 


tt/2 


e~ mv e ,z C0SI ’ dv = 


e -¡™ e fe(l-r 2 /2+r 4 /24—■) ^ 


—tt/2 


e i(z-mr/2) 


-tt/2 
tt/2 


-tt/2 


e -in» e ~iZV /2+izv /24 ¿y 


— tt/2 


Sea y 2 = —2iu 2 /z o t> = (1 — i)u/^/z, es decir, n = 4(1 + í)^/zv. Así, la integral se aproxima mediante 


(1 - i)e i(z -' ,ZT/2) 


Ts/Z 


e -(l+i)nu/ s /z e -u 2 -iu , /6z—- 


o, para valores grandes positivos de z. 


(1 - ¡> í(z -"’ r/2) _„2 (1 - i)e Kz -' ,zr/2) 

- - - - e du = -==- 

TT-s/Z *JTTZ 


y la parte real es 


sfzzz 


í / 

mr\ ( 

U7T\ 


2 ( 

nrr 

7T\ 

j cosí; 

:- T )+sen( : 

: ~t) 

1 = ' 

/ — cosí; 

Í 7TZ V 


4/ 


También pueden obtenerse términos de orden superior [véase el problema 10.162]. 
10.48. Sea C el contorno de la figura 10-15. Compruebe que para todos los valores de z 

1 


I\z) = 


,2 niz ] 


<b F l e ‘ dt 


Solución 

En la 
Así, 


En la figura 10-15 se ve que, a lo largo de AB, I = x; a lo largo de BDE, t = ee' e , y a lo largo de EF, t = xe 2 ™. 


F- l e~ , dt = 


jF 1 e x dx + 


(ee'T e““ iee ,b de + 


x z-\ e 2zri(z-l) e -x dx 


= (e 2 ™ - 1) 


T l e x dx+ i 


ée Wz e~ ee ‘ d6 


Ahora, si Re{z} > 0, al tomar el límite cuando e —> 0 y R —* 00 , se tiene 


f- l e~'dt= (e 2OTZ - 1) 


x? l e x dx 


= (e 2mz - l)T(z) 

Pero las funciones en ambos lados son analíticas para toda z. 
Por tanto, para toda z, 

1 


ru) = 


?2mz _ \ 


(b F 1 e 1 dt 
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CAPÍTULO 10 Temas especiales 


10.49. Demuestre que sn(zi + 7 , 2 ) = 

Solución 


snz! cnz 2 dnz 2 + cnz! snz 2 dnz! 
1 — k 2 sn 2 Z] sn 2 z 2 


Sea z¡ + Z 2 = a una constante. Así, dzz¡dz\ = — 1. Defínase U = sn z\, V = sn z 2 . Se sigue que 

dU ■ dV • dV dz 2 

— = U = cnzidnzi, — = V = - —— = -cnz 2 dn:: 2 
dz\ dz\ dz 2 dz\ 

donde los puntos denotan diferenciación respecto de z\. Así, 


Ü 2 = (1 - í/ 2 )( 1 - I^U 2 ) y V 2 = (1 - V 2 )(l - k 2 V 2 ) 


Al diferenciar y simplificar se encuentra 

Ü=2k 2 U 3 - (1 +k 2 )U 
V = 2k 2 V 3 - (1 + k 2 )V 

Se multiplica (1) por V, (2) por U y se resta para obtener 

ÜV-UV = 2k 1 UV(U 2 - V 2 ) 


Es fácil verificar que 


Ü 2 V 2 - U 2 V 2 = (1 - k 2 U 2 V 2 )(V 2 - U 2 ) 


o 


ÚV- 


UV = 


(1 -k 2 U 2 V 2 ){V 2 - U 2 ) 
ÜV+UV 


Se dividen las ecuaciones (3) y (5) y se obtiene 

ÜV-UV _ -2k 2 UV(ÚV + UV) 
ÚV — UV — 1 — k 2 U 2 V 2 


Pero 


y 


d 

UV -UV = —(UV - UV) 
dz\ 


—2k 2 UV(ÚV + UV) = — (1 - k 2 U 2 V 2 ) 
dz\ 


de manera que (6) se convierte en 


d(ÜV - UV) _ d( 1 - k 2 U 2 V 2 ) 
ÜV-UV ~ 1 -k 2 U 2 V 2 


Al integrar se obtiene 


ÜV-UV 
1 - k 2 U 2 V 2 


c (una constante), es decir, 

snzi en z 2 dn z 2 + en z\ sn zi dn zi 
1 — k 2 sn 2 j] sn 2 zi 
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Problemas complementarios 


es una solución de la ecuación diferencial. También es claro que z\ + z 2 = a es una solución. Estas dos soluciones 
deben relacionarse de la manera siguiente: 


snzi en z 2 dn Z 2 + enz] snz 2 dnzi 
1 — k 1 sn 2 zi sn 2 z 2 


F(z\ + z 2 ) 


Con Z 2 = 0, se ve que F(z{) = sn z\. Así, F(zi + z 2 ) — sn(zi + z 2 ), con lo que se obtiene el resultado buscado. 


PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


Prolongación analítica 

10.50. a) Demuestre que Fi(z) = z + |z 2 + + |z 4 + ■ • • converge para |z| < 1. 

b) Demuestre que F 2 (z) = \ttí — \ ln2 + j ^ ^ + ■ • ■ converge para |z — i\ < V2. 

c) Demuestre que Fi(z) y F 2 (z) son prolongaciones analíticas una de otra. 

d) ¿Puede hallar una función que represente todas las prolongaciones analíticas posibles de C^z)? Justifique 
su respuesta. 

10.51. Una función F{z) está representada en |z — 11 <2 por la serie 

y.(-l)"(z- l) 2 " 

72/1+1 

n—0 


10.52. 

10.53. 

10.54. 


Demuestre que, en z = 5, el valor de la función es 1/16. 

a ) Demuestre que Fi(z) = |” (1 + t)e~ zt dt sólo converge si Re{z} > 0. 

b) Encuentre una función que sea la prolongación analítica de F^z) en el semiplano izquierdo. 

a) Encuentre la región de convergencia de Fi(z) = f 0 °° e~ (z+l rr dt y represente gráficamente esta región. 
tí) Encuentre el valor de la prolongación analítica de F\{z ) correspondiente a z = 2 - 4¿. 


a) Demuestre que 


r + 


+ - 


1 — z 2 1 — z 4 1 — z 1 


r T 1 ' ' — 


z/(l - z) si |z| < 1 
1/(1 -z) si |z| > 1 


b) Analice estos resultados desde el punto de vista de la prolongación analítica. 

10.55. Muestre que la serie Y17=o T 3 ” no puede prolongarse analíticamente más allá de la circunferencia |z| = 1. 

10.56. Suponga que a n^ 3 " tiene |z| = 1 como frontera natural. ¿Esperaría que £/r=i (—1 ) n a n z^" también tuviera 
|z| = 1 como frontera natural? Justifique su conclusión. 

10.57. Sea {z„}, n = 1, 2, 3,... una sucesión tal que lím„^oo z„ = a, y suponga que para todo n, z n ¥= a. Sean F(z) y G(z) 
analíticas en a y tales que F(z n ) = G(z„), n = 1, 2, 3, .... 

a) Demuestre que F(z) = G(z). b) Explique la relación que hay entre el resultado del inciso a) y la prolongación 
analítica. [Sugerencia: Considere el desarrollo de F(z.) — G(z) en una serie de Taylor en torno a z = a.\ 


Principio de reflexión de Schwarz 

10.58. Repita el problema 10.2 con el principio de reflexión de Schwarz. 
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CAPÍTULO 10 


Temas especiales 


10.59. a) Como la igualdad sen 2z = 2 sen i eos z es válida para todos los valores reales de z, demuestre que también 

es válida para todos los valores complejos de z. 

tí) ¿Puede emplear el principio de reflexión de Schwarz para demostrar que tan 2 z = (2 tan z)/(l - tan 2 z)? 
Justifique su conclusión. 

10.60. ¿Puede aplicarse el principio de reflexión de Schwarz si la reflexión tiene lugar en el eje imaginario y no en el eje 
real? Demuestre su conclusión. 

10.61. ¿Puede extenderse el principio de reflexión de Schwarz para aplicarse a la reflexión respecto de una curva C? 


Productos infinitos 

10.62. Investigue la convergencia de los productos infinitos 




eos kii 


\/k + 1 ) ¡5J V + 1/ 

10.63. Demuestre que una condición necesaria para que n*li (1 + w k) converja es que lím„^coW„ = 0. 


00 / | \ OO / k \ 00 

10.64. Investigue la convergencia de a) n 1+ r ■ *>11 í + ^xr - c)Y[n + 

k =1 V V k= 1 V + 1/ k= i 


cot 1 k 2 ). 


10.65. Suponga que un producto infinito es absolutamente convergente. Demuestre que es convergente. 

4z 2 


10.66. Demuestre que eos z = ]~[ ( 1 


(2 k - 1) 2 t t 2 


10.67. Demuestre que m i+ ^ a) converge absoluta y uniformemente en el semiplano derecho Re{z} > 0 y tí) 
represente una función analítica de z para Re{z) >0. 


10.68. Demuestre que ^1 

10.69. Demuestre que í 1 




1 - 




í r \ í 4 ~ 

10.70. Demuestre que: a) senhz = 1 f ( 1 + ^ ), b) coshz = 1 f ( 1 H- 

Lt V k LiV (2k-i) 2 Tr 2 ; 

10.71. Con productos infinitos muestre que sen 2z = 2 sen z eos z. Justifique todos los pasos. 

00 / 1 z\ 

10.72. Demuestre que ]~ [ ( 1 + — scrC I a) converge absoluta y uniformemente para toda z, b) representa una función 


analítica. 


10.73. Demuestre que n( 

1 + i) 


e converge. 
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Problemas complementarios 


La función gamma 

10.74. Evalúe las expresiones siguientes con la función gamma. 

a ) Jo° e 2y dy, c) J” y 2 e~ 2yl dy, 

b) J 0 °° u 3/2 e~ 3u du, d) J/ {ln(l/í)p l/2 dt 

10.75. Demuestre que T(z) = J 0 * {ln( 1 /O} 3- 1 dt para Re{z} > 0. 

00 

'(X- 1 f 


e)Jo°° {ye~ y2 } X,A dy 


10.76. Demuestre que 


-dx = F(1 +p)r(l — p), donde —1 <p < 1. 


10.77. Suponga que m, ny a son constantes positivas. Demuestre que 

00 

1 + 1 


jTe-^dx = - a - (m+l)/n T 
n 


€ Zl TT 

—¡^dt = I— si Re{z} > 0. 

■s/t \ Z 


10.78. Demuestre que 

10.79. Resuelva | n ' (x ln xf dx. 

10.80. Resuelva a) T(-7/2), b) T(-1/3). 

10.81. Demuestre que r(— i — m) = -7-, m = 0, 1,2,.... 

H v 2 ’ 1 • 3 • 5 • ■ • (2m + 1) 

10.82. Demuestre que el residuo de T(z) en z = —m, m = 0, 1, 2, 3,..., es (— 1 ) m /m!, donde por definición 0! = 1. 


10.83. Con la representación de la función gamma como producto infinito compruebe que 

a) IWü ~z)= U , b) 2 2z_ T(z)r(z += s/tt T(2z) 
sen 7 tz 

I TT 

10.84. Demuestre que si y > 0, entonces |r(¡v)| = /-. 

Y y sen h 77 T 


10.85. Analice el problema 10.84 si y < 0. 

10.86. Demuestre á) la propiedad 6, b ) la propiedad 7 y c) la propiedad 9 de las páginas 322 y 323. 

10.87. Demuestre que r0r(|) = 4 tt 2 /V5. 

10.88. a) Con la representación de la función gamma como un producto infinito, compruebe que, para todo entero 

positivo m, 

m mz T(z)T(z + 1 /m)T(z + 2/m) ■ ■ ■ T(z + [m — 1 ]/m) 

T(mz) 


es una constante independiente de z. 

b) En el resultado del inciso a), con z —> 0, evalúe la constante y demuestre así la propiedad 5, página 322. 

La función beta 

10.89. Resuelva a) B( 3,5/2), b) B{ 1/3, 2/3). 

10.90. Resuelva las expresiones siguientes con la función beta: 

a) t~ l,3 (\ — t) 2 ! 3 dt, b) Jq m 2 (1 — u 2 )~ l/2 du, c) Jq (9 — t 2 ) 3/2 dt, d) Jq dt/\/4t — t 2 . 
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CAPÍTULO 10 Temas especiales 


10.91. Demuestre que 


10.92. Dado a > 0, pruebe que 


B(m + 1, rí) m 
B(in , n + 1) n 

dy {m/4)} 2 


^/ a 4 — y 4 4 ci^2tt 


B 


10.93. Demuestre que 


p+ I 1 

2 ’ 2 


p+ 1 p+ 1 


5 


= 2 P y establezca las restricciones necesarias para p. 


2 2 

10.94. Evalúe: a) sen 6 0 eos 4 6dd, b ) Vtan 0 d6. 


10.95. Demuestre que B{m, n) = ^ 


1 _|_ 1 

-^+ 7 T<¿x, donde Re{m} >0yRe{n} >0. [Sugerencia: Sea y = x/(l + x).] 

(1 -|- x) 


10.96. Demuestre que 


x 3 í/x ir 

1 +X 6 “ 3a/3’ 


10.97. a) Demuestre que si m o n (pero no ambas) es un entero negativo y si m + n < 0, entonces B(m, n) es infinito. 
b ) Investigue B(m, n) cuando tanto m como n sean enteros negativos. 


Ecuaciones diferenciales 

10.98. Determine los puntos singulares de las ecuaciones diferenciales siguientes e indique si son regulares o irregulares. 
a) (1 — z 2 )Y" - 2 F' + 6F = 0, b) (2z 4 - z 5 )Y" + zY' + (z 2 + 1)7 = 0 y 

c) z 2 (l - z?Y" + (2 - z)Y' + 4 z 2 Y = 0 

10.99. Mediante series de potencias, resuelva las ecuaciones diferenciales siguientes y encuentre la región de convergencia. 
Si es posible, sume la serie y muestre que la suma satisface la ecuación diferencial. 

a) Y" + 2Y'+Y=0, b)Y" + zY= 0 y c) zY" + 2Y'+ zY = 0 

10.100. a) Suponga que resuelve (1 — z 2 )Y" + 2Y = 0 mediante sustitución con la solución supuesta K = a n z n - ¿Qué 

región de convergencia esperaría? Explique. 

b) Determine si la región de convergencia esperada en el inciso a) es correcta, hallando realmente la serie solu¬ 
ción. 

10.101. a) Resuelva Y" + z 2 Y = 0 sujeta a F(0) = 1, K'(0) = — 1 y b) determine la región de convergencia. 

10.102. Suponga que Y = Y\(z) es una solución de Y" + p(z)Y' + q(z.) Y = 0. Demuestre que la solución general es 


Y = AY\{z) + BY\(z) 


exp{- Jp(z)dz) 


dz 


{Ti(z)r 

10.103. a) Resuelva zY" + (1 — z)Y' — Y = 0 y h) determine la región de convergencia. 

10.104. a) Con el problema 10.102 demuestre que la solución de la ecuación diferencial del problema 10.103 se escribe 


Y = Ae z + Be z 


— dz 


b ) Concibe el resultado del inciso a) con la serie solución obtenida en el problema 10.103. 
10.105. a) Resuelva zY" + Y' — Y = 0 y b) determine la región de convergencia. 
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Problemas complementarios ^ 

10.106. Demuestre que Y = V exp{— \ J p(z) dz } transforma la ecuación diferencial Y" + p(z)Y' + q(z)Y = 0 en 

V" + \q(z) - \p\z) ~ | [P(Z)] 2 \V = 0 

10.107. Con el método del problema 10.106 halle la solución general de zY" + 2 Y' + z.Y = 0 [véase el problema 
10.99c)]. 


Solución de ecuaciones diferenciales mediante integrales de contorno 


10.108. Con el método de las integrales de contorno resuelva las ecuaciones siguientes. 
a) Y" - Y' - 2Y= 0, b)Y" + 4Y' + 4Y=0, c) Y" + 2Y' + 2Y= 0. 

10.109. Demuestre que la solución de zY" + (a — z)Y 1 — bY = 0, donde Re{a] > 0, Re{} > 0, está dada por 


Y = 


é a t b ~\\ - t) a - b ~ l dt 


0 


Funciones de Bessel 

10.110. Demuestre que 7_„(z) = (— 1 )"J„(z) para n = 0, 1,2. 3, .... 

10.111. Demuestre que: a) — {z"7„(z)] = z!’J„- i(z), b) ^-{z~ n J,Az)} = - z~"J„+i(z ). 

dz dz 

10.112. Muestre que: a) J' 0 (z) = —Ji(z), b) J z 3 Ji(z)dz = z^J-iiz) + c, c) jz 3 Jo(z)dz = z 3 Jt(z)—2z 2 J2(z) + c. 

10.113. Muestre que a) = s/2 /ttz sen z, b) J-i/ziz) = ■JI/ttzcos, z. 

10.114. Demuestre el resultado del problema 10.27 para valores no enteros de n. 

10.115. Muestre que Ji/ziz) sen z — J- 3/2 eos z = y/2 /ttz 3 . 

10.116. Demuestre que J’ n (z) = ¿ {7„_i(z) - J„+i(z)}- 

10.117. Compruebe que: a) 7"(z) = 5 {h-liz) - 2J„{z) + J„+ 2 (z)} 


b) J'"(z ) = |{7„_3(z) - 3J„-i(z) + 3J„+i(z) - J„+3(z)¡. 

10.118. Generalice los resultados de los problemas 10.116 y 10.117. 


10.119. Mediante sustitución directa, verifique que Jo(z) 


cos(z sen 6) d6 satisface la ecuación 


zY" +r + zY= 0 


10.120. Suponga que Re{z} > 0. Demuestre que 


1 

Vz 2 + 1 


10.121. Demuestre que: a ) cos(a eos 6) = Jo(a) — 2J 2 (a) eos 20+ 2J 4 (a) eos 40 + ■■ ■ 

b) sentó:eos 0) = 2J\ (o)cos 0 — 27; (o)cos30+ 2 J¡ (o)cos50 — 


10.122. Suponga que p es un entero. Demuestre que J p {x + v) 

10.123. Establezca la propiedad 8, página 326. 


OO 

Jn ( x)J p - n ( y). [Sugerencia: Use la función generatriz.] 

n=— 00 
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10.124. Sea Re{z) >0. Demuestre que 


2 777 


donde C es el contorno de la figura 10-5, página 323. 

77 

1 


10.125. Sea Re{z} > 0. Demuestre que J„(z) = 

10.126. 


eos (ntf> — zsen - 


— n < f>—z senh 




a) Verifique que 7 0 (z), dada por la ecuación 10.23 de la página 326, es una solución de la ecuación de Bessel 
de orden cero. 

b ) Verifique que Y n (z), dada por la ecuación 10.22 de la página 326, es una solución de la ecuación de Bessel 
de orden n. 

10.127. Muestre que: a) z7„_i(z) - 2n7„(z) + z.Y„+](z) = 0, 

b) 2{z"7„(z)} = z n Y n . l (z), c) 2 {zT n Y n (z)} = -z~ n Y n+l (z). 
dz dz 

10.128. Demuestre que V = *Jz{AJ„(z) + BY n (z)} es la solución general de 


V" + 


1 - 


(n 1 - 1/4) 


V = 0 


10.129. 

10.130. 


Demuestre que J n+ ,(z)Y„(z) - J„(z)Y n+l (z) = l/z. 
Muestre que la solución general de V" + 2 m ~ 2 V = 0 es 

2 


v = Vi 


(2 


AJ l/m [-z m/2 )+BY u J-z n,/2 


f 1/ml “ 

\m 

10.131. a) Demuestre que la solución general de la ecuación de Bessel z 2 Y" + z.Y' + (z 2 — n 2 )Y = 0 es 

Y = AJ n (z) + BJ n {z) 


dz 


zJ 2 (z) 


b ) Concilie este resultado con el de la ecuación (10.24), página 327. 


Función de Legendre 

10.132. Obtenga los polinomios de Legendre a) PAz). b) PAz), c ) P4z)- 

10.133. Demuestre a) P f n+ Az) - P'„-\(z) = (2 n + 1 )P n (z) y b) (n + 1 )P„(z) = P'„+i(z) - zP'„(z). 

10.134. Demuestre que nP' n+1 (z) - (2 n + 1 )zP' n (z) + (n + l)RViV) = °- 

10.135. Demuestre que a) P„(—1) = (—1)" y b) P 2 n+ i(0) = 0. 

1M» Demuestre „^,0) ■ ^(?) ^ ■ ■ (^) 


n\ \2)\2)\2 


10.137. Verifique la propiedad 2, página 327. 

10.138. Si [h/ 2] denota el mayor entero < n/2, demuestre que P„(z) = ^ 


k =o 


{-\f(2n-2k)\ _ n _ 2k 

2 "k\{n - k)\(n - 2k)\ Z ' 


10.139. Demuestre que la solución general de la ecuación de Legendre (1 — z 2 )Y" — 2zY' + n(n + 1)7= 0 para n = 0, 1, 
2, 3,... es Y=AP„{z) + BQ„(z), donde Q„(z) = P„(z) dt/(t 2 - 1 ){P n (t)} 2 . 

10.140. Con el problema 10.139 halle la solución general de la ecuación diferencial (1 — z 2 )Y" — 2z.Y' + 27 = 0. 
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Problemas complementarios 


Función zeta 


10.142. Demuestre que I 1 — 


1 1 


1 - 


3 2 


1 - 


5 2 


+++•• 

r(z) 


TI 2 



•oo tZ -i 

o e‘ 


dt 


< - 1 

donde 2, 3, 5, 7,... son números primos. 


10.143. Pruebe que la única singularidad de £(z) es un polo simple en z = 1 cuyo residuo es igual a 1. 

10.144. Con la prolongación analítica de í¡(~) dada por la ecuación (10.33), página 328, demuestre que 
a) £(—1) = —1/12, b) £(-3) = 1/120. 

10.145. Muestre que si en la ecuación (10.33), página 328, se sustituye z por 1 - z, la ecuación permanece igual. 


Función hipergeométrica 

tan -1 z i 

10.146. Demuestre que: á) ln( 1 + z) = zF( 1, 1; 2; — z) y b) - = F ( 1/2, 1; 3/2; —z 2 ). 

z 

10.147. Demuestre que eos 2 az = F(a, —a; 1 /2; sen 2 z). 

10.148. Demuestre que —F(a, b; c; z) = —F(a + 1, b + 1; c + 1; z). 

dz c 

10.149. Suponga que Re{c - a — 6)>0yc^0, — 1, —2, .... Demuestre que 

F(c)r(c — a — b) 


F(a, b; c; 1) = 


F(c — ¿í)r(c — b) 


10.150. Pruebe la ecuación (10.31), página 328. 

10.151. Demuestre que: a) F(a, b; c; z) = (1 — z) c ~ a ~ b F(c — a, c — b; c; z) 

b) F(a, b; c; z) = (1 - z)~ a F{a , c-b\c\ z/\z - 1]). 

10.152. Demuestre que para |z — 1| < 1, la ecuación z(l — z)Y" + {c — (a + b + l)z}F' — abY = 0 tiene la solución 
F(ci, b\ a + b — c + 1; 1 — z). 


Desarrollo asintótico y método del punto silla 

10.153. Demuestre que 


e zr dt = 


2 pz 


l-± + 13 


2 p 2 z ' (2 p 2 zf 


•(-ir 


„ 1 - 3 • 5 • • • (2#I — 1) 


(2 p 2 z) n 


X (_!)«+! 1 ■ 3 ■ 5 • ■ ■ (2n + !) 


(2z) ¡ 


i«+t 




+ 2 / 1+2 


dt 


y obtenga así un desarrollo asintótico para la integral del lado izquierdo. 

10.154. Con el problema (10.153) verifique el resultado (10.48) de la página 331. 

10.155. Evalúe 50! 


10.156. Demuestre que, para valores grandes de n 

10.157. Obtenga los desarrollos asintóticos: 
e 


1 •3 ■ 5•■•(2m — 1) 
2 ■ 4 ■ 6 • • • (2 n) 


1 


a) 


1 + f 2 


rdt ' 


2 V z 


, 1 1-3 1 - 3-5 

1 — ^ + -+ ■ 


0 


2z (2z) 2 


(2 zf 
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CAPÍTULO 10 Temas especiales 


b) 


1 +t dt Z z 2 + z 3 z 4 + 


10.158. Verifique el desarrollo asintótico (10.49) de la página 331. 


10.159. Con series asintóticas evalúe 


-dt. 


10.160. En las condiciones adecuadas para F(t), pruebe que 


e zt F(t) dt • 


F( 0) , F'(0) F"(0) 


10.161. Dé los pasos necesarios para pasar de (4) a (5) en el problema 10.36. 

10.162. Demuestre el desarrollo asintótico (10.46), página 331, para la función de Bessel. 

oo ci 00 b 

10.163. Sean F(z) ~ ^ ” y G(z) ~ ^ ". Demuestre que: 

n—0 4 n=0 Z 

\ b n 
t 


k =0 


a) F(z) + G(z ) ~ ^2 " _ n ” , ¿) F(z)G(z) ~ ^ donde c„ = ^ aA-fc- 

n—0 Z n=0 Z 

OO 

OO 00 

10.164. Sea F(z) ~ ^ ”. Demuestre que F(z)dz ~ -- " )¡ _ r 

10.165. Muestre que, para valores grandes de z, 


Funciones elípticas 

10.166. Suponga que 0 < k < 1. Demuestre que 


dt 

yfñ 

13 25 

(1 + t 2 f 

2 

zl/2 8 -3/2 128 z 5/2 


77/2 


K = 


de 


V1 — k 2 seir 6 - 


= w 1 + r + 


l\ 2 .o /I ■ 3 X 2 


2-4 


k 4 + 


2 sn z en z dn z 

10.167. Demuestre: a) sn 2z = —--=—,— y b) cn2z = 

1 — k L sn 4 z 


1 — 2 sn 2 z + k 2 sn 4 z 


l-k 2 


sn’z 


10.168. Si k = 73/2, demuestre que: a ) sn(K/2) = y/2/3, b) cn(F/2) = y/Y/3 y c ) dn(F/2) = y/\/2. 
snA + sn5 


10.169. Demuestre que 


; = tn±(A + 5)dn±(A-£). 


cnA + cnF — 2 2 

10.170. Demuestre que: a) sn(4F + 4iK') = 0, b ) cn(4 K + 4iK ') =1 c) dn {4K + 4iK') = 1. 

10.171. Demuestre: a) snz = z — A(1 + k 2 )z 3 + TAI + 14 k + k 4 )z 5 H-, 


b)cnz= 1-|z 2 + ¿(1 + 4F)z 4 + --- y c) dnz = 1 - \k 2 v + ±k 2 (k 2 + 4)z 4 + 


10.172. Demuestre que 


dt 


-=Xk(X I. 


Ví 4 ^! y¡2 \y¡2, 


10.173. Con la integración de contorno demuestre los resultados del problema 10.40¿>) y c). 
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Problemas complementarios 


10.174. a ) Demuestre que 


d<f> 


<t> i 


d<l> i 


J 1 — k 2 sen 2 ó 1 + ^ J J\ —k 2 sen 2 < f >, 

J -r Q v -ri 

donde = 2sfk/(l + A:) mediante la transformación de Lauden, tan </> = (sen 2 <p{)/(k + eos 

b) Si 0 < k < 1, compruebe que k < k l < 1. 

c) Demuestre que, mediante aplicaciones sucesivas de la transformación de Landen, se obtiene una sucesión de 
módulos k n , n = 1, 2, 3,..., tal que lím,,-^ k n = 1. Por tanto, demuestre que si <& = lím,,^» <f> n . 


d<f> lkik 2 k 3 .. (tt <b 

.. = ,/-lntan —I— 

Vi — k 2 sen 2 4> ' k \4 2 

o ^ 

d) Explique cómo puede usarse el resultado del inciso c) en la evaluación de integrales elípticas. 

10.175. ¿Es tn z = (sn 7.)¡(en z) una función doblemente periódica? Explique. 

10.176. Obtenga las fórmulas para la adición para a) cn(zi + z 2 ) y b) dn(z¡ + z 2 ) dadas en la página 332. 


Problemas diversos 


10.177. 

10.178. 

10.179. 

10.180. 

10.181. 

10.182. 

10.183. 

10.184. 

10.185. 

10.186. 

10.187. 

10.188. 

10.189. 


tt/2 

Sea \p\ < 1. Muestre que 

Sea 0 < n < 2. Muestre que 


tan p Odd = — 7rsec(/j7r/2). 


sení 7rcsc(«7r/2) 
- dt = 


21 » ' 


Sea 0 < n < 1. Muestre que 


cosí tt sec(mr/2) 

- dt = ---. 

t n 2T(n) 


Demuestre que la solución general de (1 — z 2 )Y" — AzY' + 10F = 0 está dada por 


Y = AF(5/2, -1; 1/2; z 2 ) + BzF( 3, -1/2; 3/2; z 2 ) 


Muestre que: a) 


sen i* dt = -T(l/3), 
6 


b) 


eos t 3 dt = F( 1 /3). 


o o 

a) Encuentre una solución de zY" + Y 1 + zY = 0 que sea de la forma (lnz)(^” =0 a^z*) y verifique así la ecuación 
(10.23) de la página 326. b ) ¿Cuál es la solución general? 


Con el método del problema 10.182 halle la solución general de z 2 Y" + zY' + (z 2 — n 2 )Y = 0. [Véase la ecuación 
(10.22), página 326.] 


Demuestre que la solución general de zU" + (2m + 1 )U' + zU = 0 es U = z~'"{AJ m (z) + BY m (z)}. 
a) Demuestre que z l ^ 2 J\{2iz 1 ^ 2 ) es una solución de zU" — U = 0. b) ¿Cuál es la solución general? 

Demuestre que {7 0 V)] 2 + 2{Ji(z)} 2 + 2{J 2 (z)] 2 H-= 1. 

Demuestre que e zcosa Jo(z sen a) = » A*(eos a ) ^i 

n w 

n=U 

Demuestre que F'(A) = — V^"( 7 + 21n2). 


a) Demuestre que 


T ¿ í= _ 7 _ lnz + z __ + _. 


b) ¿Es adecuado el resultado del inciso a) para hallar el valor de 
10.159.] 


— dtl Explique. [Compare con el problema 
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10.190. 

10.191. 


10.192. 

10.193. 


10.194. 

10.195. 


10.196. 

10.197. 

10.198. 

10.199. 

10 . 200 . 

10 . 201 . 

10 . 202 . 


o . . _ /i i \ 2 • 4 • 6 • • • 2 m 

Sea m un entero positivo. Demuestre que F(J, — m; ± — m\ 1] = -—-—-- 


(2 m- 1 ) 


Demuestre que 


<^-> 0 - 1 ) 0 - 00 - 1 ) 


tt/2 


1 + Z 


2 - z\ 


Demuestre que 


d(f> 


y/l — k 2 sen 2 (f> “ 


= i;* 2 )- 


Las funciones asociadas de Legendre se definen como Pf'Hz) = (1 — z 2 )"'^ 2 P n (z). 

a) Determine Pf\z). 

b) Demuestre que P ( "'\z) satisface la ecuación diferencial 


(1 - z 2 )Y" - 2zY'+ 


n(n + 1 ) — 


1 — z~ 


Y = 0 


c) Demuestre que J 3 , P ( ™\z)P ( ¡ n) (z) dz = 0 si n # 1. 


Esto se conoce como propiedad de ortogonalidad de las funciones asociadas de Legendre. 

i 


Suponga que m, n y r son constantes positivas. Demuestre que 
[Sugerencia: Sea x= (r + l)y/(r + y).] 0 

Demuestre que, si m, n, a y b son constantes positivas, 

ir/2 

sen 2 '"- 1 fleos 2 "- 1 6d6 B(m, n) 


y"-‘(l — x) n ~ 
(x + r) m+ " 


-dx = 


B(m, n) 
r m (\ + r) m ~ 


(.a sen” 0 + b eos 2 fl)‘ 


2 nyn+n 


2 a n b" ¡ 


[Sugerencia: En el problema 10.194, sea x = sen 2 fl y elija r de manera adecuada.] 

Demuestre que: a) z/2 = 7i(z) + 37 3 (z) + 5/ 5 (z) H- y b) z 2 /8 = l 2 7 2 (z) + 2 2 7 4 (z) + 3 2 Je(zJ + • ■ 

(—l) m (2m)! 


Sea m un entero positivo. Demuestre que: a) Pi m (z) = - —— f-FÍ—m, m + i; ¿; z 2 ) 

2 2m (m\y 2 2 ’ 

(—l)'"(2m + 1)! , - - ,, 

b) P 2 m + Áz) = 22m(H|¡)2 zF{-m, m + |; z ). 

a) Demuestre que 1 /(sn z) tiene un polo simple en z = 0 y b) encuentre el residuo en este polo. 


Demuestre que jF(i)} = 8^/77 


4-6-8-10-12- 14- 16- 18 • ■ • 


5 • 5 • 9 • 9 • 13 • 13 ■ 17 • 17 • ■ • 

Sea |z| < 1. Pruebe la identidad de Euler : (1 + z)(l + z 2 )(l + z 3 ) • • ■ = - 


1 


(l-z)(l-z 3 )(l-z 5 )-- 
Sea |z| < 1. Demuestre que (1 - z)(l - z 2 )(l - z 3 )- ■ ■ = 1 + , (-l)"{z " (3 "- 1)/2 + z" (3n+1)/2 }. 

a) Demuestre que la serie siguiente converge para |z| < 1 y para |z| > 1: 


l+z (l + z)(l+z 2 ) (1 +z)(l +z 2 )(l +Z 4 ) 


b ) Demuestre que en cada región esta serie representa una función analítica, por ejemplo, Ffz) y F 2 (z), respec¬ 
tivamente. 

c) ¿Son Ffz) y F 2 (z) prolongación analítica una de otra? ¿Es fj(z) = F 2 (z) en forma idéntica? Justifique sus 
respuestas. 
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Problemas complementarios 


10.203. a) Demuestre que la serie ^ converge en todos los puntos de la región |z| < 1. 


b ) Demuestre que la función representada por todas las prolongaciones analíticas de la serie del inciso a) tiene 
una singularidad enz= 1 , y concilie esto con el resultado del inciso a). 

10.204. Sea ^ a n z" una serie con un círculo de convergencia C y sea F(z) la función representada por todas las 
prolongaciones analíticas de esta serie. Demuestre que F(z) tiene al menos una singularidad en C. 

en 2 z + dn 2 z , 

10.205. Demuestre que —,--— = dn” z. 

4 1 + en 2 z 

10.206. Demuestre que una función que no es idénticamente constante no puede tener dos periodos cuyos radios sean un 
número irracional. 

10.207. Demuestre que una función que no es idénticamente constante no puede tener tres o más periodos independien¬ 
tes. 

10.208. a ) Si una función doblemente periódica es analítica en todas partes de una celda [paralelogramo periódico], 
demuestre que debe ser una constante, b) Deduzca que una función doblemente periódica, no idénticamente 
constante, tiene al menos una singularidad en una celda. 

10.209. Sea F(z) una función doblemente periódica, a) Suponga que C es la frontera de su paralelogramo periódico. 
Verifique que § c F(z ) dz = 0. b) Demuestre que el número de polos en el interior de un paralelogramo periódico 
es igual al número de ceros, con la debida atención a sus multiplicidades. 

10.210. Demuestre que las funciones elípticas jacobianas sn z, en z y dn z a) tienen exactamente dos ceros y dos polos en 
cada celda y b) cada función toma un valor dado exactamente dos veces en cada celda. 


10.211. Demuestre que ( l + 


1 


1 


{m/3 )} 2 


1 + i 


1 — i 


77-/2 


10.212. Demuestre que 


1 2! 4! 6 ! 

2 z J z 3 z' 


10.213. Demuestre que P „(eos ff) = 2 


1 - 3 - 5 - - 

( 2 n - 1 ) 

2 ■ 4 • 6 

■■( 2 n) 


1 ■ 2 n 

eos n 6 + -——- 77 cos(h — 2)6 


2 ■ ( 2 n - 1 ) 

1 • 3 • 2n(2n - 2) 


-eos (n — 4)6+ ■ 


2 • 4 ■ (2 n - 1)(2 n - 3) 

[Sugerencia: 1 — 2ícos 6 + t 2 = (1 — te ,e )( 1 — te~' 6 ).] 

10.214. a ) Demuestre que I (z) es una función meromórfica y b) determine la parte principal en cada uno de sus polos. 

10.215. SeaRefn} > — 1/2. Demuestre que 


Jn(z) = 


10.216. Demuestre que 


2" v Í7rr(« + i) 

2'T 


fj m (t)dt = 


e ízí (l - í 2 )"- 1 / 2 dt = 


m + n + 1 


2' ! a /77T(« +1) 


cos(zcosú) sen 2 " 6 d 0 


m — n + 1 


77/2 


10.217. Demuestre que 


cosacos qdd6 


o 


ttT( p+ 1 ) 

2 „ti ,'(i±£±í) r(L±|pí) 
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77/2 


10.218. Demuestre que {T(|)} = 4 ^/ 7 ? 


dO 


1 — 4 sen 6 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 


10.50. 

10.52. 

10.53. 
10.62. 
10.64. 
10.74. 

10.98. 

10.99. 


d)-ln(l - z) 
fe) (z + l)/z 2 

a) Re{z + 1 } 2 > 0, b) (-7 + 24¡)/625 
á) conv., b) div., c) conv. 
a) div., b ) div., c) conv. 
a ) 3/8, b ) V3///36, c) V2Í/16, d) c) T(5/8)/^ 
tü) z = ± 1 , regular, b) z = 2, regular; z = 0 , irregular, c) z = 0 , 1 , irregular. 
a) Y = Ae~ z + Bze~ z , 
z 


10.79. 24/3 125 

10.80. a) 16vVl05, b) -3T(2/3) 

10.89. a) 16/315, fe) 27 jV3 

10.90. a) 477/3^/3, fe) 7 t/4, c) 243tt/ 16, d) 7 r 
10.94. a)37r/512,fe)77/V2 


¿)F=A ' 1 -3! + I 6r z6 -^! 


-z + • 


2z 4 2-5 7 2-5-8 10 

+ B|z- —+ —z +' 


c)T = 


A senz + B cosz 


10.100. fe ) y = A(l-z 2 ) + B|z- I ^-^-^- 


z 4 z 3 z‘ 

10.101. a) Y = 1 - z - -í— + -4— + 


3.4 4.5 3 .4-7-8 4■5 ■8 • 9 

10.103. a)Y = (A + Blnz)e z - B 


z + ^T( 1 +7)+^( 1 +5 + 3) + 


— - - fe) Iz| <00 

, fe) |z| > 0 


10.105. a)Y = (A+ B lnz) 


z z 2 z 3 
(1!) 2 + (2!) 2 + (3!) z + ' 


-2B 


+ (1 +i) +-^(1 + / + /) + •■ 

(l!) 2 (2!) 2V 2> (3!) zV 2 


10.108. a) Y = Ae 2z + Be z ,b)Y = Ae 2z + Bze 2z , c) Y = e Z (A sen z + B eos z) 
10.132. a) i(5z 3 - 3z), |(35z 4 - 30z 2 + 3), c) ^(63z 5 - 70z 3 + 15z) 


10.140. Y= Az + B 


l + (l/2)zln 


z - 1 
z+ 1 


10.185. fe) Y = z 1 /2 {A7 1 (2/z 1 / 2 ) + BYi(2iz l/2 )} 


10.155. 3.04 x 10 64 
10.193. a) 15z(l — z 2 ) 


10.198. 1 
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Dirección, 6, 83 

Disco unitario, 243 

Discontinuidad removible, 47, 65 

Discontinuidades, 47 

Divergencia, 84 

División, 1, 2 

Doblete véase dipolo 
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